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摘要 

我们建议使用替代过程以改正双标准差比值的 Bonett (2006) 置信区间 (CI) 中的细微失

误。Bonett 区间所基于的 Layard (1973) 检验统计量的合并峰度估计值仅在总体方差相等时

是相合的。我们推导出，替代估计量在总体方差相等时是相合的，在总体方差不相等时，仍可

使用这个新的估计量计算出校正的置信区间。模拟研究表明，新的置信区间的准确度和精确度

通常高于基于 Levene/Browne-Forsythe 检验 𝑊50 和 Pan (1999) 检验 𝐿50 的置信区间。

与 Pan 检验一样，我们观测到，基于检验 𝑊50 的置信区间在样本数量较小时精确度会降

低，通常会导致无限宽的区间。对于对称和近似对称分布，基于检验 𝐿50 的置信区间效果不

错，但在总体发生偏斜时，效果欠佳。 

索引项：方差齐性，Levene 检验，Brown-Forsythe 检验，Layard 检验，方差比值的置信区
间 (CI) 

1. 简介 
众所周知，经典的 F 检验和关联的置信区间 (CI) 对正态性偏离极为敏感，实际上，这种敏

感已导致经典的 F 检验不适用于大多数实际应用。鉴于此原因，很多人建议使用更稳健的替

代检验。其中，名为“检验 W50”的检验通常是首选检验，原因是这种检验具有非常好的 I 

类错误属性，并且计算和解释起来也很简单。（对于比较分析，请参见 Conover 等人 

(1981)、Balakrishnan 和 Ma (1990) 以及 Lim 和 Loh (1996)。）检验 𝑊50 基于最初由 

Levene (1960) 建议的过程，后来由 Brown 和 Forsythe (1974) 进行了功能改进。检验 

𝑊50 被广泛采用，可用于大多数知名的统计软件包，如 Minitab 统计软件、SAS、R 和 

JMP。 

检验 𝑊50 的 II 类错误属性的改进没有其 I 类错误属性改进得那么出色。Pan (1999) 指

出，对于某些分布（包括正态分布），双样本问题中的检验 𝑊50 的功效具有一个远低于 1 

的上限。并且，此上限不受总体方差之间差异的量值之影响。此缺陷会自然扩展到基于检验 

𝑊50 的置信区间。Pan 指出，存在一个不可忽略的概率，即基于检验 𝑊50 的总体方差比值的

置信区间将是无限的 (0, +∞)，因而提供不了任何有意义的信息。Pan 观测值与我们自己模拟

的结果一致，我们将在后文介绍。 
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Pan 建议使用名为 𝐿50 的替代过程来改进 𝑊50 过程的局限性。根据模拟结果，Pan 得出以

下结论：检验 𝐿50 的功效高于检验 𝑊50，且稳健性相当，可以共享其所希望有的渐进属性。

但是，Pan 模拟的样本是从具有重尾到轻尾的对称或适度偏斜分布中抽取的。此处没有专门介

绍分布偏度对小样本的 𝐿50 检验的潜在影响。 

Pan 还指出，𝐿50 过程的功效与其他非常稳健的过程（如已修改的 Fligner-Killeen 秩检验

和 Hall-Padmanabhan 自适应检验）相同。但实际上，已修改的 Fligner-Killeen 秩检验和 

Hall-Padmanabhan 自适应检验的用途不及检验 𝐿50 和 𝑊50，原因是它们需要大量耗时耗力

的计算。 

最近，Bonett (2006) 建议使用一种替代的置信区间过程，该过程基于方差齐性的 Layard 

(1973) 检验的双样本格式。Bonett 包含几次调整，以提高 Layard 过程的小样本性能。例

如，Bonett 建议使用合并峰度估计量，该估计量渐进等效于 Layard 检验，但显示更小的小

样本偏差。 

不巧的是，当总体方差不相等时，不论 Layard 的原始合并峰度估计量，还是 Bonett 建议的

替代者都不具有相合性。因此，Bonett (2006) 建议的区间不是正确的置信区间，但可以更好

地描述为方差等同性检验的验收区间。因此，从 1 中扣减 Bonett (2006) 中报告的模拟覆盖

概率将得到方差齐性检验的 I 类错误率。将这些 I 类错误率与 Layard 原始检验的错误率进

行比较，结果表明，Bonett 的调整可成功增强 Layard 检验的小样本性能。但是，必须重新

参考 Bonett 建议的方差比值的置信区间。 

还请注意，Bonett 比较了基于 Shoemaker (2003) 近似 F 检验的置信区间与他自己建议的区

间。但是，与 Shoemaker 检验关联的方差比值的置信区间（在 Shoemaker 文章第 106 页中

有简要介绍）也是基于 Layard 的合并峰度估计。因此，在 Shoemaker 文章的第 7 部分中计

算的置信区间也最好地描述了方差齐性检验的接收区间。虽然会出现这些误差，但仍可以从 

Bonett 模拟结果中得出以下结论：调整改进了 Layard 方差齐性检验的小样本性能，并且最

终的方差齐性检验的效果比 Shoemaker 检验更好。 

在本白皮书中，我们通过扩展双样本形式的 Layard 检验来改正 Bonett (2006) 中的错误，

以检验有关方差或标准差比值的原假设。为完成此任务，我们建议使用对任何给定的假设比值

皆有相合性的合并峰度估计量。然后，我们将对此检验统计量反解，就能获得该比值的置信区

间。最终，我们进行了模拟研究，以评估小样本设计中的新置信区间的稳健性。此外，我们还

在新置信区间的小样本性能和与经典的 F 检验、𝑊50 检验和 𝐿50 检验关联的置信区间的性

能之间进行比较。 

2. Layard 检验和一些推广 
设 𝑌𝑖1, … , 𝑌𝑖𝑛𝑖 , … , 𝑌𝑘1, … , 𝑌𝑘𝑛𝑘 为 𝑘 个独立样本，每个样本都是独立同分布的，其均值为 

𝐸(𝑌𝑖𝑗) = 𝜇𝑖，方差为 Var(𝑌𝑖𝑗) = 𝜎𝑖
2 > 0。此外，假设样本源自共同峰度为  𝛾 =

𝐸(𝑌 − 𝜇)4 𝜎4⁄ <∞ 的分布。我们注意到，Layard 使用峰度过高 𝛾𝑒 = 𝛾 − 3。 

设 �̅�𝑖 和 𝑆𝑖 分别为样本 𝑖 的均值和标准差。也可以设 𝜏2 = 2 + (1 − 1 �̅�⁄ )𝛾𝑒 = 2 +

(1 − 1 �̅�⁄ )(𝛾 − 3)，其中 �̅� = ∑𝑛𝑖/𝑘。正如 Layard (1973) 中所述，对于大样本数量，𝜏2 ≅

Var((𝑛𝑖 − 1)
1/2 ln 𝑆𝑖

2)。 
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为检验方差齐性的原假设，Layard 对分量为 𝑍𝑖 = (𝑛𝑖 − 1)
1/2 ln 𝑆𝑖

2 /𝜏 的向量进行正交变换，

这时，在原假设条件下，此向量之渐进分布为标准正态分布。然后，他使用正交变换下距离保

持不变的性质，指出在方差齐性的原假设条件下，检验统计量 𝑆′（给定如下）渐进分布为自

由度为 𝑘 − 1 的卡方分布： 

𝑆′ =∑(𝑛𝑖 − 1)(ln 𝑆𝑖
2 −

∑ (𝑛𝑖 − 1) ln 𝑆𝑖
2𝑘

𝑖=1

∑ (𝑛𝑖 − 1)
𝑘
𝑖=1

)

2𝑘

𝑖=1

/𝜏2 

通常，𝑍𝑖 = (𝑛𝑖 − 1)
1

2(ln 𝑆𝑖
2 − ln𝜎𝑖

2)/𝜏 渐进分布为标准正态分布。因此，可以应用 Layard 技

术推导出更广义化的检验统计量 𝑇𝑘
′
： 

𝑇𝑘
′
=∑(𝑛𝑖 − 1)

(ln 𝑆𝑖
2 − ln 𝜎𝑖

2)
2

𝜏2

𝑘

𝑖=1

−

(

 ∑(𝑛𝑖 − 1)

𝑘

𝑖=1

ln 𝑆𝑖
2 − ln𝜎𝑖

2

𝜏√∑ (𝑛𝑖 − 1)
𝑘
𝑖=1 )

 

2

 

在原假设和备择假设两种条件下，𝑇𝑘
′
 之渐进分布皆为自由度为 𝑘 − 1 的卡方分布。 

可以将 𝑇𝑘
′
 表示为更类似于 𝑆′ 的形式。将平方项表示为双重求和，并进行一些代数运算，

会得到以下结果： 

𝑇𝑘
′
=∑(𝑛𝑖 − 1)(ln 𝑆𝑖

2 − ln𝜎𝑖
2 −

∑ (𝑛𝑖 − 1) (ln 𝑆𝑖
2 − ln𝜎𝑖

2)𝑘
𝑖=1

∑ (𝑛𝑖 − 1)
𝑘
𝑖=1

)

2𝑘

𝑖=1

/𝜏2 

如果所有方差都相等，则 𝑇𝑘
′
= 𝑆′。因此，在检验方差齐性的原假设时，𝑆′ 和 𝑇𝑘

′
 的检验

统计量是相同的。但是，𝑇𝑘
′
 也被更广泛地用于检验能表示为方差函数的任何假设。例如，对

于任何给定的 𝜎0𝑖 > 0, 𝑖 = 1,… , 𝑘，可以使用 𝑇𝑘
′
 检验 𝐻0: 𝜎𝑖 = 𝜎0𝑖 形式的任何原假设。 

由于 𝜏2 = 2 + (1 − 1 �̅�⁄ )(𝛾 − 3) 未知，因此，基于 𝑆′ 或 𝑇𝑘
′
 的检验就需要总体共同峰度

的估计量 𝛾。例如，为检验方差齐性的原假设，Layard 建议使用以下共同峰度的合并估计

量： 

𝛾 =
∑ ∑ (𝑌𝑖𝑗 − �̅�𝑖)

4𝑛𝑖
𝑗=1

𝑘
𝑖=1

[∑ ∑ (𝑌𝑖𝑗 − �̅�𝑖)
2𝑛𝑖

𝑗=1
𝑘
𝑖 ]

2∑𝑛𝑖

𝑘

𝑖=1

 

但 Layard 指出，在方差不相等时，𝛾 不一定是共同峰度的相合估计量。 

在双样本设计的特定情况下，可以通过针对给定假设比值 𝜌0 > 0 检验原假设 𝐻0: 𝜎1/𝜎2 = 𝜌0 

来评估标准差之间的差别量值。但是，通过计算标准差比值的置信区间，可以更直接地评估此

差值。 

如果 𝜌0 = 1，则原假设等效于方差齐性假设。因此，我们可以将此检验基于 𝑇2
′
= 𝑆′，在替

换 𝜏2 = 2 + (1 − 1 �̅�⁄ )(𝛾 − 3) 表达式中的 𝛾 的 Layard 峰度估计量的双样本格式后，就可以

得到 �̂�2。 

但是，如果 𝜌0 ≠ 1，则必须将检验基于 𝑇2
′
 而不是 𝑆′ 之上。此外，如果 𝜌0 ≠ 1，则 

Layard 的合并峰度估计值不一定有相合性，因此，无法用于估计总体的共同峰度。因此，需

要使用替代的合并峰度估计量（它对于任何假设比率 𝜌0 > 0 都是相合估计量）。 
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接下来，我们推导出一个估计量。由于它是 𝜌0 的函数，我们将此估计量表示为 𝛾𝑃(𝜌0)。我

们也定义了检验统计量 𝑇2 = 𝜏
2𝑇2

′
/�̂�2，其中，�̂�2 = 2 + (1 − 1 �̅�⁄ )(𝛾𝑃(𝜌0) − 3)。根据 

Slutzky 定理，𝑇2 的渐进分布是自由度为 1 的卡方分布。最后，我们反解 𝑇2，就可以得到 

𝜌 = 𝜎1/𝜎2 的置信区间。 

3. 标准差比值的置信区间 
前一部分详细介绍了按方差或标准差比值形式给出检验的原假设时，需要使用替代的峰度估计

量的情况。以下结果提供此估计量。 

结果 1 

对于任何给定的 𝜌 = 𝜎1/𝜎2 > 0，双样本模型中共同总体峰度的相合估计量给定为 

𝛾𝑃(𝜌) = (𝑛1 + 𝑛2)
∑ (𝑌1𝑗 − �̅�1)

4𝑛1
𝑗=1 + 𝜌4∑ (𝑌2𝑗 − �̅�2)

4𝑛2
𝑗=1

[(𝑛1 − 1)𝑆1
2 + 𝜌2(𝑛2 − 1)𝑆2

2]2
 

可在附录 A 中找到此结果的论证。 

按预期，𝛾𝑃(1) 与 Layard 的合并峰度估计量 𝛾 相同，原因是 𝜎1/𝜎2  = 1 意味着标准差（方

差）相等。 

统计量 𝑇2
′
（即一般统计量  𝑇𝑘

′
 的双样本格式）给定为 

𝑇2
′
=

(ln �̂�2 − ln𝜌2)2

(
1

𝑛1 − 1
+

1
𝑛2 − 1

) 𝜏2
 

其中，�̂� = 𝑆1/𝑆2，𝜌 = 𝜎1/𝜎2 而且 𝜏2 = 2 + (1 − 1 �̅�⁄ )�̂�𝑒 = 2 + (1 − 1 �̅�⁄ )(𝛾 − 3)。 

按 Layard (1973) 中所述，在大样本中，𝜏2 ≅ Var((𝑛𝑖 − 1)
1/2 ln 𝑆𝑖

2)。Bonett (2006) 使用

替代近似值，该近似值也被 Shoemaker (2003) 在 Var((𝑛𝑖 − 1)
1/2 ln 𝑆𝑖

2) ≅ 𝛾 − (𝑛𝑖 − 3)/𝑛𝑖 

中采用。在大样本中，这些近似值等效。但是，Shoemaker 报告，在小样本条件下进行方差齐

性检验时，后者更具有优势。通过此调整，统计量 𝑇2
′
 可修改为 

𝑇2
′
=
(ln �̂�2 − ln𝜌2)2

𝛾 − 𝑔1
𝑛1 − 1

+
𝛾 − 𝑔2
𝑛2 − 1

 

其中，𝑔𝑖 = (𝑛𝑖 − 3)/𝑛𝑖。 

然后，用于检验原假设 𝐻0: 𝜌 = 𝜌0 的检验统计量 𝑇2 = 𝜏
2𝑇2

′
/�̂�2 给定为 

𝑇2 =
(ln �̂�2 − ln 𝜌0

2)2

𝛾𝑃(𝜌0) − 𝑔1
𝑛1 − 1

+
𝛾𝑃(𝜌0) − 𝑔2
𝑛2 − 1

 

在 𝑇2 的这一表达式中，可以将分母的平方根当作合并峰度标准误的大样本估计值。 

此外，在 𝛾𝑃(1) ≡ 𝛾 的表达式中，Bonett (2006) 使用了以调整的比率 1/[2(𝑛𝑖 − 4)
1/2] 得

到的调整的样本均值。相应地，我们对合并峰度估计量进行了相同的调整： 

𝛾𝑃(𝜌) = (𝑛1 + 𝑛2)
∑ (𝑌1𝑗 −𝑚1)

4𝑛1
𝑗=1 + 𝜌4∑ (𝑌2𝑗 −𝑚2)

4𝑛2
𝑗=1

[(𝑛1 − 1)𝑆1
2 + 𝜌2(𝑛2 − 1)𝑆2

2]2
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其中，𝑚𝑖 是样本 𝑖 的调整均值，其调整比率为 1/[2(𝑛𝑖 − 4)
1/2]。由于调整均值 𝑚𝑖 是总体

均值 𝜇𝑖 的相合估计量，因此，此格式的合并峰度估计量和以前格式的估计量是渐进等效的。

但是，基于 𝑇2 的检验，此替代格式可以提高小样本的检验性能。 

检验统计量 𝑇2 现在已反解，可推导出方差或标准差比值的近似置信区间。但是首先，我们将

简要介绍标准差比值的 Bonett (2006) 置信区间在推导中的失误。 

3.1 Bonett 区间 
Bonett (2006) 对以下统计量反解（而不是对 𝑇2 反解）来获得置信区间 

𝑇 =
(ln �̂�2 − ln𝜌2)2

𝛾𝑃(1) − 𝑔1
𝑛1 − 1

+
𝛾𝑃(1) − 𝑔2
𝑛2 − 1

 

结果是，所得的区间只是方差齐性检验的接收区域。其原因是，合并峰度估计量 �̂�𝑃(1) 是相

合估计量仅在方差相等，或者假设比值为 1 的等价情况下才成立的。所得的区间在 Bonett 

(2006) 中报告为 

exp[ln(𝑐 𝑆1
2/𝑆2

2) ± 𝑧𝛼/2𝑠𝑒] 

其中 

𝑠𝑒2 =
𝛾(1) − 𝑔1
𝑛1 − 1

+
𝛾(1) − 𝑔2
𝑛2 − 1

 

包括作为小样本调整的常数 𝑐，以降低不平衡设计中不等尾误差概率的影响。此常数按如下给

定 

𝑐 =
𝑛1

𝑛1 − 𝑧𝛼/2

𝑛2 − 𝑧𝛼/2

𝑛2
 

在设计平衡并且其影响随着样本数量增大而可以被忽略时，此常数就会消失。 

表 1 说明了将上述区间误当成置信区间的后果。这些结果基于小样本模拟研究，在该研究

中，我们基于 Bonett (2006) 区间计算模拟覆盖概率。对于等方差情况（左列），我们从标

准正态分布中抽取两个独立样本。对于不等方差情况（右列），我们按常数因子 4 调整第二

个样本的观测值。估计覆盖概率基于 100,000 次重复。目标名义覆盖率为 0.95。 

表 1 总体方差不等对 Bonett (2006) 置信区间 (𝛼 = 0.05) 的影响 

𝒏𝟏，𝒏𝟐 

模拟覆盖概率 

等方差 不等方差 

10, 10 0.963 0.972 

50, 50 0.952 0.991 

100, 100 0.952 0.994 

如果这些区间基于有相合性的合并峰度估计量，则预计这两种情况下的覆盖概率相同。但请注

意，在方差不相等时，这些区间始终比较保守。此外，随着样本数量增大，覆盖概率趋向于 

1。请注意，通过 Shoemaker (2003) 近似置信区间可获得类似结果。 
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3.2 置信区间的计算 
分析根据备择假设 𝐻𝐴: 𝜌 ≠ 𝜌0 检验原假设 𝐻0: 𝜌 = 𝜌0 的问题，其中，𝜌 = 𝜎1/𝜎2  和 𝜌0 > 0

（基于前面给定的检验统计量 𝑇2）。在原假设条件下，检验统计量 

𝑇2 =
(ln �̂�2 − ln 𝜌0

2)2

𝛾𝑃(𝜌0) − 𝑔1
𝑛1 − 1

+
𝛾𝑃(𝜌0) − 𝑔2
𝑛2 − 1

 

渐进分布为自由度为 1 的卡方分布。因此，当且仅当满足以下条件，此检验将在显著性水平

为 𝛼 时否定原假设 

(ln �̂�2 − ln𝜌0
2)2 > 𝑧𝛼/2

2 (
𝛾𝑃(𝜌0) − 𝑔1
𝑛1 − 1

+
𝛾𝑃(𝜌0) − 𝑔2
𝑛2 − 1

) 

其中，𝑧𝛼 表示标准正态分布的第 𝛼 × 100 个上百分位点。请注意，自由度为 1 的卡方分布

的第 𝛼 × 100 个上百分位点 𝜒1,𝛼
2  符合以下条件：𝜒1,𝛼

2 = 𝑧𝛼/2
2 。 

Bonett (2006) 模拟结果显示，在小样本检验时，此调整用于降低不平衡设计中不等尾误差概

率的影响其效果良好。因此，我们可以对基于 𝑇2 的检验进行类似调整。在进行此调整后，当

且仅当满足以下条件时，检验才拒绝原假设 

(ln 𝜌0
2 − ln(𝑐�̂�2))2 > 𝑧𝛼/2

2 (
�̂�𝑃(𝜌0) − 𝑔1
𝑛1 − 1

+
𝛾𝑃(𝜌0) − 𝑔2
𝑛2 − 1

) 

其中，𝑐 是 Bonett 的调整常数，给定为 

𝑐 =
𝑛1

𝑛1 − 𝑧𝛼/2

𝑛2 − 𝑧𝛼/2

𝑛2
 

等价地，基于 𝑇2 的 𝜌 = 𝜎1/𝜎2 的置信度近似百分之 (1 − 𝛼)100 的集合按如下给定 

{𝜌 ∈ (0,∞): (ln 𝜌2 − ln(𝑐�̂�2))2 − 𝑧𝛼/2
2 (

𝛾𝑃(𝜌) − 𝑔1
𝑛1 − 1

+
𝛾𝑃(𝜌) − 𝑔2
𝑛2 − 1

) ≤ 0} 

请注意，𝑐 对平衡设计不产生任何影响，并且，在大样本不平衡设计中只有一些可忽略的影

响。 

下一个结果提供了置信集合的另一种表达式，按此更便于描述其自然的形式。在此表达式中，

合并峰度估计量将根据各个样本峰度重写，按如下给定 

𝛾𝑖 = 𝑛𝑖
∑ (𝑌𝑖𝑗 −𝑚𝑖)

4𝑛𝑖
𝑗=1

[(𝑛𝑖 − 1)𝑆𝑖
2]
2 , 𝑖 = 1,2 

结果 2 

基于 𝑇2 的 𝜌 = 𝜎1/𝜎2 的置信度近似百分之 (1 − 𝛼)100 的集合按如下给定 

�̂�√𝑐 {𝑟 ∈ (0,∞): 𝐻(𝑟2) ≤ 0} 

或等价地，𝜌2 = 𝜎1
2/𝜎2

2 的置信集合可以表示为 

𝑐�̂�2 {𝑟 ∈ (0,∞): 𝐻(𝑟) ≤ 0} 

其中  

𝐻(𝑥) = (ln 𝑥)2 − 𝑧𝛼/2
2 𝑠𝑒2(𝑐𝑥), 𝑥 > 0 
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𝑠𝑒2(𝑥) = 𝐴
𝛾1 𝐾

2/𝑛1 + 𝛾2 𝑥
2/𝑛2

(𝐾 + 𝑥)2
− 𝐵 

𝐴 =
(𝑛1 + 𝑛2)(𝑛1 + 𝑛2 − 2)

(𝑛1 − 1)(𝑛2 − 1)
, 𝐵 =

𝑔1
𝑛1 − 1

+
𝑔2

𝑛2 − 1
,𝐾 =

𝑛1 − 1

𝑛2 − 1
 

有关此结果的论证，请参见附录 B。 

很容易验证函数 𝐻(𝑥) 在正实线上的连续性，且有 𝐻(0) = 𝐻(+∞) = +∞ 及 𝐻(1) < 0。因

此，根据微分中值定理，函数 𝐻(𝑥) 在区间 (0, 1) 中至少有一个根，在区间 (0,+∞) 中至少

有一个根。 

下一个结果介绍了作为一个区间或一组分离区间的置信集合。 

结果 3 

如果函数 𝐻(𝑥) 只有两个根，𝑥𝐿 和 𝑥𝑈，则 0 < 𝑥𝐿 < 1 < 𝑥𝑈 和 𝜌2 = 𝜎1
2/𝜎2

2 的置信集合是

按如下给定的区间 

[𝑐�̂�2𝑥𝐿, 𝑐�̂�
2𝑥𝑈] 

然后，它遵循以下原则：𝜌 = 𝜎1/𝜎2 的置信区间是区间 

[�̂�√𝑐𝑥𝐿 , �̂�√𝑐𝑥𝑈] 

另一方面，如果函数 𝐻(𝑥) 超过两个根，则 𝜌2 = 𝜎1
2/𝜎2

2 的置信集合为一组非重叠区间。如

果函数开口向上，则每个区间的端点是相邻的两个根。 

有关此结果的论证，请参见附录 C。 

备注 

虽然在数学上，函数 𝐻(𝑥) 允许两个以上的根，但我们观测到，只有在极其异常且实际上没

有任何意义的设计中才会出现这种情况，在这类设计中，一个或两个样本太小，或严重不平

衡。我们推测，𝐻(𝑥) 只能具有两个根或四个根。 

以下示例基于虚构的数据，以强制函数 𝐻(𝑥) 具有两个以上的根。这些数据汇总如下：𝑛1 =

169、𝑛2 = 7、𝑆1 = 301.855、𝑆2 = 4606.170、𝛾1 = 1.877、𝛾2 = 6.761、𝑐 = 0.728、𝐴 =

30.381、𝐵 = 0.101 和 𝐾 = 28.000。 

对于 𝛼 = 0.05，函数 𝐻(𝑥) 给定为 

𝐻(𝑥) = (ln 𝑥)2−1.9602 (30.381
1.877 × 282/169 + 6.761 × (.728𝑥)2/7

(28.000 + 0.728𝑥)2
− 0.101) 
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在这种情况下，函数 𝐻(𝑥) 具有四个根。函数图显示如下。请注意，由于第四个根太大，因

此图中显示不出来。但是，我们知道，由于 𝐻(+∞) = +∞，存在第四个根。 

 

这四个根在数值上计算为 𝑥1 = 0.389、𝑥2 = 3.282、𝑥3 = 10.194 和 𝑥4 = 39685.0。标准差比

值的估计为 �̂� = 𝑆1/𝑆2  = 0.066。𝜌
2 = 𝜎1

2/𝜎2
2 的置信集合表示为 

[𝑐 �̂�2𝑥1, 𝑐 �̂�
2𝑥2] ∪ [𝑐 �̂�

2𝑥3, 𝑐 �̂�
2𝑥4] = [0.001, 0.010] ∪ [0.032, 124.072] 

标准差比值的置信集合 𝜌 可通过求区间端点的平方根来获得。 

在样本不太小 (𝑛𝑖 ≥ 10) 并且其数量之间的不一致性不太大时，函数 𝐻(𝑥) 通常会有两个

根。如结果 2 中所述，一个根小于 1，另一个根大于 1。此处的示例基于随机生成的数据。

这些数据可以汇总如下：𝑛1 = 10、𝑛2 = 12、𝑆1 = 1.150、𝑆2 = 1.043、𝛾1 = 2.704、𝛾2 =

3.671、𝑐 = 1.041、𝐴 = 4.444、𝐵 = 0.146 和 𝐾 = 0.818。 

对于 𝛼 = 0.05，在这种情况下，函数 𝐻(𝑥) 给定为 

𝐻(𝑥) = (ln 𝑥)2−1.9602 (4.444
2.704 × 0.8182/10 + 3.671 × (1.041𝑥)2/12

(0.818 + 1.041𝑥)2
− 0.146) 
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函数 𝐻(𝑥) 具有如下所示的两个根： 

 

这两个根在数值上计算为 𝑥1 = 0.200 和 𝑥2 = 6.824。标准差比值为 �̂� = 𝑆1/𝑆2  = 1.102。

𝜌2 = 𝜎1
2/𝜎2

2 的置信集合是按如下给定的区间 

[𝑐 �̂�2𝑥1, 𝑐 �̂�
2𝑥2] = [0.253, 8.634] 

标准差比值的置信区间 𝜌 可通过求上述区间端点的平方根来获得。 

现在，我们介绍两种用于查找置信限的算法。 

第一种算法包括使用数值根查找器过程来查找函数 𝐻(𝑥) 的根。与方差比值的置信下限对应

的根限制在区间 (0, 1) 内。如果我们通过 𝑥𝐿 表示此根，则按结果 3，方差比值的置信下限

计算为 𝑐�̂�2𝑥𝐿，标准差比值的置信下限为 �̂�√𝑐𝑥𝐿。类似地，方差比值的置信上限为 𝑐�̂�2𝑥𝑈，

标准差比值的置信上限为 �̂�√𝑐𝑥𝑈，其中，𝑥𝑈 > 1 是 𝐻(𝑥) 的另一个根。查找置信上限的简单

方法是利用 1/𝜌2 的下限就是 𝜌2 的上限的事实。首先，第一个样本和第二个样本的角色在

函数 𝐻(𝑥) 的表达式中互换，就像为比值 1/𝜌2 = 𝜎2
2/𝜎1

2 计算置信限一样。其次，对新函数 

𝐻(𝑥) 应用查找下限的算法。最后，对所得的限值求倒数，以获得所需的置信上限。 

另一种方法是使用按如下给定的递归关系，按递归公式计算方差比值的置信下限 

𝜌0
2 = 1

𝜌𝑖+1
2 = exp [ln(𝑐 �̂�2) − 𝑧𝛼/2√

𝛾𝑃(𝜌𝑖) − 𝑔1
𝑛1 − 1

+
𝛾𝑃(𝜌𝑖) − 𝑔2
𝑛2 − 1

]
, 𝑖 = 0,1,2,… 

方差比值的置信下限是 𝜌𝑗+1
2 ，使得 |𝜌𝑗+1

2 − 𝜌𝑗
2| < 𝜀，其中，𝑗 > 0 和 𝜀 被选为很小的值（例

如 𝜀 = 10−6）。为找到置信上限，我们只要使用上面的 +𝑧𝛼/2 替换 −𝑧𝛼/2 即可。 

显然，计算置信限的这两种算法等效，因为递归过程本质上就是对 𝜌2 的方程 𝐻(𝜌2/

(𝑐�̂�2)) = 0 求解的迭代过程。递归算法易于实施，因此，在根查找器过程不可用时，递归算

法是一种有用的替代方法。 
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4. 模拟研究和结果 
在本白皮书中，我们推导出一个推广的 Layard 的双方差齐性检验的过程，以检验方差比值。

我们将此过程称作推广的 Layard 比值检验，简称 ELTR。在这部分中，我们根据 ELTR 过程

对置信区间的小样本属性进行了调查。我们遵循 Bonett (2006) 采用的一般方法。 

我们将基于 ELTR 过程的置信区间与基于检验 𝐿50（Pan，1999）和检验 𝑊50
（Levene/Brown-Forsythe 检验）的置信区间进行比较。对于研究 1，我们还包括基于经典的 

F 检验的置信区间，以进行比较。我们知道，在数据呈正态分布时，经典的 F 检验是最优

的。请注意，基于检验 𝑊50 和 𝐿50 的置信区间的计算已在 Pan (1999) 中给定。可以在许

多介绍性的统计学教科书中找到基于 F 检验的置信区间的计算方法。它们也在 Bonett 

(2006) 中给定。 

我们进行了三项模拟研究，每项研究都有 100,000 次重复。每次重复包含数量为小到中等的

两个独立样本。每个样本均抽取自具有已知属性（包括对称、不对称、重尾和轻尾）的父分

布。对于 90%、95% 和 99% 的名义置信水平，与每个模拟关联的标准误分别大约为 0.0009、

0.0007 和 0.0003。 

为评估每个过程的性能，我们报告了所取得的覆盖概率和方差比值的模拟区间的平均宽度。与

检验 𝑊50 关联的一些区间具有无限宽度（由 Pan (1999) 揭示出其可能性）。在这些情况

下，我们报告了有限区间的平均宽度和有无限宽度区间所占的百分比。所有的模拟都采用 

Mathematica 软件包版本 8 来进行。 

研究 1：正态数据的覆盖概率比较 
在第一项研究中，我们生成了服从正态分布的各种数量的随机样本。结果如表 2 中所示。 

表 2 覆盖概率和平均区间宽度的比较 

   过程 

𝟏 − 𝜶 𝒏𝟏，𝒏𝟐 测量值 F ELTR 𝑳𝟓𝟎 𝑾𝟓𝟎 

0.90 10, 10 覆盖率 0.898 0.918 0.913 0.921 

  宽度 3.72 5.06 4.72 8.03 

(0.01%) 

 30, 10 覆盖率 0.90 0.909 0.897 0.911 

  宽度 2.42 3.01 3.58 3.17 

 25, 25 覆盖率 0.902 0.907 0.914 0.916 

  宽度 1.61 1.73 1.85 1.938 

 50, 50 覆盖率 0.90 0.901 0.906 0.907 

  宽度 1.03 1.06 1.13 1.15 
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   过程 

𝟏 − 𝜶 𝒏𝟏，𝒏𝟐 测量值 F ELTR 𝑳𝟓𝟎 𝑾𝟓𝟎 

0.95 10, 10 覆盖率 0.949 0.963 0.958 0.964 

  宽度 4.90 7.72 6.52 497.24 

(0.20%) 

 30, 10 覆盖率 0.95 0.957 0.945 0.959 

  宽度 2.98 4.91 4.67 4.07 

 25, 25 覆盖率 0.951 0.955 0.958 0.961 

  宽度 1.99 2.24 2.31 2.49 

 50, 50 覆盖率 0.951 0.952 0.953 0.954 

  宽度 1.25 1.31 1.38 1.41 

0.99 10, 10 覆盖率 0.989 0.993 0.992 0.994 

  宽度 8.29 17.76 12.52 > 10
4
 

(8.8%) 

 30, 10 覆盖率 0.99 0.992 0.986 0.994 

  宽度 4.26 15.76 8.26 6.77 

 25, 25 覆盖率 0.99 0.992 0.992 0.993 

  宽度 2.86 3.66 3.43 4.03 

 50, 50 覆盖率 0.99 0.991 0.991 0.991 

  宽度 1.71 1.89 1.92 2.02 

阴影行显示每个过程在每个置信水平 (1 − 𝛼) 和每种样本数量组合 (𝑛1, 𝑛2) 得到的覆盖概
率（覆盖率）。区间宽度（宽度）的均值显示在每个覆盖概率下方。如果某个条件下的任何区
间是无限的，则我们会报告有限区间的均值和无限区间所占的百分比。 

不出所料，结果显示，与 F 过程关联的置信区间不仅最准确，而且也最精确。F 过程取得的

覆盖概率与目标覆盖率的接近程度比其他过程高。与 F 过程关联的区间的平均宽度比与其他

过程关联的区间小。但是，此表也显示了使用 ELTR 和 𝐿50 过程构建的置信区间几乎与基于 

F 过程的置信区间一样精确和准确。 

基于检验 𝑊50 的区间也相当准确。但是，𝑊50 区间非常宽，甚至具有无限宽度，具体取决于

样本大小。请注意，在这两个样本仅具有 10 个观测值时，𝑊50 过程生成的区间中，至少有 

0.01% 的区间宽度无限。在目标覆盖率增大时，无限区间的百分比也会增大。在大多数情况

下，ELTR 和 𝐿50 区间的平均宽度小于 𝑊50 区间的平均宽度。 
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研究 2：非正态数据的覆盖概率比较 
第二项研究旨在当父分布不是正态分布时评估和比较 ELTR、𝐿50 和 𝑊50 过程的性能。为了

评估异常值对过程性能的影响，我们还会包含污染正态分布。我们将此污染分布指定为 

CN(0.1, 3)，以表明在 90% 的观测值抽取自标准正态分布时，剩余的 10% 抽取自均值为 0 

且标准差为 3 的正态分布中。结果如表 3 中所示。 

表 3 名义置信水平为 1 − 𝛼 = 0.95 的某些非正态模型中的覆盖概率和平均区间宽度的比较 

分布 

[𝜸] 

𝒏𝟏，𝒏𝟐 

ELTR 𝑳𝟓𝟎 𝑾𝟓𝟎 分布 

[𝜸] 

𝒏𝟏，𝒏𝟐 

ELTR 𝑳𝟓𝟎 𝑾𝟓𝟎 

均匀    𝝌𝟐(𝟓)    

[1.8]    [5.4]    

10, 10 0.971 0.971 0.966 10, 10 0.956 0.938 0.956 

 5.27 4.87 42.08 

(0.1%) 

 11.61 8.78 > 10
4
 

(2.6%) 

10, 30 0.964 0.961 0.957 10, 30 0.959 0.923 0.956 

 2.51 2.4 2.89  6.25 4.14 190.645 

(0.3%) 

25, 25 0.967 0.972 0.968 25, 25 0.956 0.944 0.954 

 1.43 1.79 1.88  3.66 2.92 3.26 

50, 50 0.959 0.962 0.959 50, 50 0.959 0.946 0.952 

 0.83 1.06 1.08  2.07 1.7 1.77 

Beta (3, 3)    指数    

[2.5]    [9]    

10, 10 0.968 0.966 0.966 10, 10 0.947 0.916 0.95 

 6.26 5.59 254.62 

(0.1%) 

 20.99 14.47 > 10
4
 

(9.1%) 

10, 30 0.96 0.954 0.96 10, 30 0.954 0.896 0.953 

 3.14 2.76 3.71  10.46 6.19 > 10
4
 

(4.1%) 

25, 25 0.959 0.966 0.965 25, 25 0.956 0.931 0.951 

 1.81 2.06 2.18  6.09 4.13 5.48 

(0.008%) 
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分布 

[𝜸] 

𝒏𝟏，𝒏𝟐 

ELTR 𝑳𝟓𝟎 𝑾𝟓𝟎 分布 

[𝜸] 

𝒏𝟏，𝒏𝟐 

ELTR 𝑳𝟓𝟎 𝑾𝟓𝟎 

50, 50 0.957 0.959 0.958 50, 50 0.962 0.942 0.952 

 1.06 1.23 1.26  3.18 2.24 2.38 

Laplace    𝛘𝟐(𝟏)    

[6]    [15]    

10, 10 0.946 0.935 0.961 10, 10 0.928 0.889 0.947 

 13.47 10.45 > 10
4
 

(3.0%) 

 55.09 37.4 > 10
5
 

(25.1%) 

10, 30 0.947 0.919 0.957 10, 30 0.943 0.882 0.956 

 6.78 4.82 > 10
4
 

(0.4%) 

 18.71 11.14 > 10
6
 

(25.7%) 

25, 25 0.945 0.94 0.952 25, 25 0.952 0.925 0.954 

 4.00 3.372 3.86  10.97 6.84 > 10
4
 

(0.4%) 

50, 50 0.952 0.949 0.955 50, 50 0.958 0.936 0.951 

 2.19 1.91 1.99  5.08 3.31 3.75 

(0.001%) 

𝒕(𝟓)    对数正态    

[9]    [113.9]    

10, 10 0.957 0.946 0.965 10, 10 0.923 0.876 0.955 

 11.07 8.81 > 10
3
 

(2.0%) 

 59.22 46.15 > 10
5
 

(23.0%) 

10, 30 0.957 0.93 0.959 10, 30 0.949 0.866 0.958 

 6.06 4.24 > 10
3
 

(0.7%) 

 29.13 17.67 > 10
6
 

(31.6%) 

25, 25 0.954 0.948 0.96 25, 25 0.947 0.917 0.965 

 3.54 2.93 4.86 

(0.01%) 

 16.21 8.73 > 10
4
 

(2.4%) 

50, 50 0.954 0.947 0.954 50, 50 0.955 0.928 0.96 

 2.10 1.71 1.77 

(0.003%) 

 8.62 4.11 164.38 

(0.2%) 
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分布 

[𝜸] 

𝒏𝟏，𝒏𝟐 

ELTR 𝑳𝟓𝟎 𝑾𝟓𝟎 分布 

[𝜸] 

𝒏𝟏，𝒏𝟐 

ELTR 𝑳𝟓𝟎 𝑾𝟓𝟎 

半正态(M)    CN(0.1, 3)    

[3.9]    [8.3]    

10, 10 0.956 0.942 0.954 10, 10 0.977 0.965 0.979 

 10.41 7.89 > 10
4
 

(1.5%) 

 12.64 9.52 > 10
4
 

(4.9%) 

10, 30 0.959 0.93 0.954 10, 30 0.981 0.952 0.979 

 5.18 3.64 13.00 

(0.02%) 

 7.82 4.71 944.68 

(1.1%) 

25, 25 0.959 0.952 0.959 25, 25 0.982 0.972 0.981 

 3.01 2.62 2.88  4.63 3.22 3.71 

50, 50 0.96 0.951 0.954 50, 50 0.983 0.972 0.978 

 1.69 1.54 1.59  2.64 1.83 1.91 

阴影行显示每个过程、父分布和样本数量组合得到的覆盖概率。区间宽度的均值显示在每个覆
盖概率下方。如果某个条件下的任何区间是无限的，则我们会报告有限区间的均值和无限区间
所占的百分比。每个父分布的峰度 (𝛾) 显示在方括号中。 

对于对称轻尾分布，结果指示，所有三种方法都会产生类似的保守覆盖概率。但是，小样本的 

ELTR 和 𝐿50 区间比 𝑊50 区间更精确。例如，在样本抽取自带有参数 (3, 3) 的 Beta 分布

时，ELTR 和 𝐿50 区间取得的覆盖概率至少与 𝑊50 区间的覆盖概率一样准确，但 𝑊50 区间

始终更宽。 

对于对称重尾分布而言，ELTR 和 𝑊50 区间有点保守，而 𝐿50 区间比较宽松。在设计为不平

衡设计时，𝐿50 区间更宽松。例如，在数量为 10 和 30 的样本抽取自 Laplace 分布时，𝐿50 

区间取得的覆盖概率为 0.919。并且，在相同数量的样本抽取自自由度为 5 的 t 分布时，

𝐿50 区间取得的覆盖概率为 0.930。 

在小样本抽取自高度偏斜的重尾分布时，𝐿50 区间也十分宽松。例如，在样本抽取自对数正态

分布时，取得的覆盖率可低至 0.866。对于这些分布，𝑊50 方法是这三种方法中变化幅度最

小的方法。但是，太多 𝑊50 区间具有无限宽度。例如，当样本抽取自自由度为 1 的卡方分

布 (χ
2
(1)) 时，超过 25% 的 𝑊50 区间具有无限宽度。ELTR 区间准确度比较低，但更窄，

因此，与 𝑊50 区间相比，可提供更多信息。 

最终，我们注意到，这三个过程均受异常值的负面影响。𝐿50 方法受到的影响最小，这在意料

之中，因为推导出 𝐿50 方法可降低异常值对检验 𝑊50（Pan，1999）的影响。在样本抽取自

污染正态分布 CN(0.1, 3) 时，ELTR 和 𝑊50 过程得到的覆盖概率最小值为 0.977。其他模

拟结果（未显示）指示这些区间随着样本数量的增大而缓慢地改进。 
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研究 3：等峰度假设的敏感度 
我们的最终研究是探讨 ELTR 过程对于相等峰度的敏感度，这是因为由等峰度才推导出了 

ELTR 过程。在父总体的峰度不相等，即 𝛾1 ≠ 𝛾2 时，我们检查了 ELTR 过程的性能。我们还

包含了 𝐿50 和 𝑊50 过程，因为它们是在总体类似的假设情况下推导出的。在父总体的峰度

不相等时，此相似假设已被破坏。结果如表 4 中所示。 

表 4 名义置信水平为 1 − 𝛼 = 0.95 时，ELTR 过程对等峰度假设的敏感度 

分布 1，分布 2 

[𝜸𝟏, 𝜸𝟐] 

𝒏𝟏，𝒏𝟐 

ELTR 𝑳𝟓𝟎 𝑾𝟓𝟎 分布 1，分布 2 

[𝜸𝟏, 𝜸𝟐] 

𝒏𝟏，𝒏𝟐 

ELTR 𝑳𝟓𝟎 𝑾𝟓𝟎 

Beta (3, 3)， 

正态 

[2.5, 3] 

   正态， 

CN (0.9, 3) 

[3, 8.3] 

   

10, 10 0.964 0.961 0.964 10, 10 0.955 0.948 0.951 

 0.27 0.23 204.50 

(0.20%) 

 6.88 5.16 > 10
4
 

(4.89%) 

30, 10 0.946 0.939 0.946 30, 10 0.941 0.91 0.942 

 0.16 0.17 0.15  5.26 3.77 3.20 

10, 30 0.966 0.956 0.967 10, 30 0.961 0.95 0.958 

 0.14 0.11 0.17  4.26 2.40 630.42 

(1.10%) 

50, 50 0.951 0.95 0.949 50, 50 0.936 0.91 0.907 

 0.04 0.05 0.05  1.27 1.11 1.19 

正态， 

Laplace 

[3, 6] 

   半正态， 

 𝝌𝟐(𝟓) 

[3.9, 5.4] 

   

10, 10 0.941 0.935 0.947 10, 10 0.956 0.94 0.954 

 6.67 5.17 > 10
6
 

(2.90%) 

 0.42 0.32 304.41 

(2.60%) 

30, 10 0.912 0.888 0.914 30, 10 0.954 0.918 0.949 

 5.06 3.85 3.21  0.33 0.22 0.20 

10, 30 0.963 0.943 0.955 10, 30 0.962 0.934 0.958 

 3.33 2.25 > 10
3
 

(0.40%) 

 0.23 0.15 3.28 

(0.30%) 
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分布 1，分布 2 

[𝜸𝟏, 𝜸𝟐] 

𝒏𝟏，𝒏𝟐 

ELTR 𝑳𝟓𝟎 𝑾𝟓𝟎 分布 1，分布 2 

[𝜸𝟏, 𝜸𝟐] 

𝒏𝟏，𝒏𝟐 

ELTR 𝑳𝟓𝟎 𝑾𝟓𝟎 

50, 50 0.935 0.894 0.889 50, 50 0.955 0.941 0.945 

 0.98 1.04 1.12  0.07 0.06 0.07 

正态， 

半正态(M) 

[3, 3.9] 

   𝝌𝟐(𝟓), 

指数 

[5.4, 9] 

   

10, 10 0.956 0.948 0.957 10, 10 0.938 0.914 0.94 

 28.16 20.65 > 10
4
 

(1.50%) 

 211.17 137.88 > 10
6
 

(9.10%) 

30, 10 0.946 0.924 0.947 30, 10 0.928 0.875 0.929 

 20.59 14.83 12.78  194.70 93.02 83.02 

10, 30 0.961 0.946 0.962 10, 30 0.968 0.93 0.954 

 14.06 9.37 49.11 

(0.02%) 

 102.35 55.29 > 10
5
 

(3.90%) 

50, 50 0.953 0.95 0.952 50, 50 0.95 0.92 0.923 

 4.32 4.16 4.33  29.64 23.37 25.54 

阴影行显示每个过程、父分布组合（分布 1，分布 2）和样本数量组合得到的覆盖概率。区间
宽度的均值显示在每个覆盖概率下方。如果某个条件下的任何区间是无限的，则我们会报告有
限区间的均值和无限区间所占的百分比。每个父分布的峰度 (𝛾1, 𝛾2) 显示在方括号中。 

通常，在样本足够大时，ELTR 过程的性能似乎不会受到不等峰度的负面影响。但是，在设计

不平衡，样本数量较小并且从重尾程度更高的分布获取样本时，取得的覆盖概率变化很大。在

从重尾程度更高的分布中抽取大样本时，得到的覆盖概率更好些。 

在样本数量足够大时，对于因不等峰度导致的分布不相似性，𝐿50 和 𝑊50 区间通常也似乎比

较稳健。但是，请注意，在样本抽取自正态分布和 Laplace 分布，或抽取自正态分布和污染

正态分布时，𝐿50 和 𝑊50 区间的覆盖概率不稳定，即使样本数量大到 50 也是如此。 

𝐿50 区间通常比 ELTR 和 𝑊50 区间更宽。在这三种情况下，𝐿50 区间得到的覆盖概率小于 

0.90。相比之下，只有 𝑊50 区间得到的覆盖概率之一小于 0.90。ELTR 区间得到的最低覆盖

概率为 0.912。 

上一研究（表 3）显示，在这两个样本均抽取自污染正态分布 CN(0.1, 3) 时，这三个过程都

产生了明显地更加保守的区间。目前的研究显示，当只有一个样本抽取自 CN(0.1, 3) 时，这

三个过程的执行效果显著提高。但请注意，在样本数量增大到 50 时，𝐿50 和 𝑊50 区间将显

著变短。 
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5. 示例 
在此部分中，我们将所有四个过程（F、ELTR、𝐿50 和 𝑊50）应用到从 Pan (1999) 获取的数

据集中。Ott（1993，第 352 页）按如下所述介绍这些数据： 

铁矿方面的化学家怀疑，每磅铁矿中所含氧化铁的量（重量，盎司）的方差往往随着每磅铁矿

石含氧化铁量的均值之增大而增大。要检验此理论，在两个位置中的每个位置选择了十个 1 

磅的铁矿标本：一个位置（即位置 1）包含的氧化铁的均值含量高于另一个位置（即位置 

2）。铁矿标本中氧化铁的含量如下所示： 

位置 1 8.1 7.4 9.3 7.5 7.1 8.7 9.1 7.9 8.4 8.8 

位置 2 3.9 4.4 4.7 3.6 4.1 3.9 4.6 3.5 4.0 4.2 

使用四种不同方法计算的 𝜎2/𝜎1  = 1/𝜌 的 95% 置信区间在下表中给定： 

过程 95% 置信区间 

F (0.262, 1.055) 

ELTR (0.277, 0.924) 

𝐿50 (Pan) (0.295, 0.938) 

𝑊50 (Levene/Brown-

Forsythe) 

(0.237, 0.908) 

6. 结论 
我们的模拟显示，通常，基于 ELTR 过程的置信区间与根据检验 𝐿50 和 𝑊50 推导出的置信

区间有同样的准确度。但是，对大多数分布来说，ELTR 区间和 𝐿50 区间的精确度要比 𝑊50 

区间高。在小样本抽取自严重偏斜和重尾分布时，𝑊50 区间的准确度往往高于 ELTR 区间和 

𝐿50 区间。但是，此优势通常会被明显降低的精确度所抵消。所得的 𝑊50 区间通常太宽，甚

至可能无限宽。 

根据设计，𝐿50 区间可提高 𝑊50 区间的精确度。但对于偏斜总体，𝐿50 区间很短，以至于产

生过度宽松的覆盖概率。相比之下，ELTR 区间通常更稳定。ELTR 区间通常不太长或太短，以

便覆盖概率通常不太保守或宽松。因此，ELTR 过程对于大多数有实用目的应用来说是最佳过

程。 

ELTR 区间的计算比基于检验 𝐿50 或检验 𝑊50 的区间有些耗时耗力。但通常，提高精确度

（与 𝑊50 区间相比）和准确度（与 𝐿50 区间相比）比额外的计算工作更加重要。ELTR 过程

已作为 Minitab 统计软件版本 17 中的双样本方差分析的一部分实施，在该软件版本中，它

被称作 Bonett 过程。 

为进行进一步研究，可以考虑在 Layard 的合并峰度估计量被 Bonett 的更稳健版本（按如下

给定）替换后，考查多样本设计中 Layard 检验的小样本属性 

𝛾𝐴 =
∑ ∑ (𝑌𝑖𝑗 −𝑚𝑖)

4𝑛𝑖
𝑗=1

𝑘
𝑖=1

[∑ ∑ (𝑌𝑖𝑗 −𝑚𝑖)
2𝑛𝑖

𝑗=1
𝑘
𝑖 ]

2∑𝑛𝑖

𝑘

𝑖=1
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其中，𝑚𝑖 是样本 𝑖 的调整均值，调整比率为 1/[2(𝑛𝑖 − 4)
1/2] 和  𝑖 = 1,… , 𝑘。 

此外，最好使用 Shoemaker 的对数变换样本方差的渐进方差的近似方法。 

最后，我们注意到，Bonett (2006) 建议的区间虽然不适合作为置信区间，但在作为双方差齐

性检验的接收区域时，对于大多数分布仍非常准确和精确。这些接收区域将非常适合作为图形

过程的基础，以用于比较多个方差。Hochberg、Weiss 和 Hart (1982) 提供了一个用于检验

均值相等性的类似过程。此过程已作为 Minitab 统计软件版本 17 中的等方差检验分析的一

部分实施，在该软件版本中，它被称作多重比较过程。 

7. 附录 

附录 A：结果 1 的论证 
使用第 2 部分的表示法和假设，针对给定的 𝜌 = 𝜎1/𝜎2，设 𝑋𝑗 = 𝜌𝑌2𝑗。得到  

Var(𝑋𝑗) = 𝜌
2Var(𝑌2𝑗) = 𝜌

2𝜎2
2 = 𝜎1

2 = Var(𝑌1𝑗) 

并且 

𝐸 (𝑋𝑗 − 𝜇𝑋𝑗)
4
𝜎𝑋𝑗
4⁄ = 𝜌4 𝐸(𝑌2𝑗 − 𝜇2 )/(𝜌

4 𝜎2
4 ) = 𝐸(𝑌2𝑗 − 𝜇2 )/𝜎2

4 = 𝛾 

由于按假设，𝐸(𝑌1𝑗 − 𝜇1)
4
𝜎1
4⁄ = 𝛾，它遵循以下原则，两个样本 𝑌1𝑗 和 𝑋𝑗 = 𝜌𝑌2𝑗 的父总体

具有相同的方差 𝜎1
2 和相同的峰度 𝛾。按 Layard (1973)，基于两个样本 𝑌1𝑗 和 𝑋𝑗 的有相

合性的合并峰度估计量 𝛾 给定为  

𝛾 ′ = (𝑛1 + 𝑛2)
∑ (𝑌1𝑗 − �̅�1)

4𝑛1
𝑗=1 + ∑ (𝑋𝑗 − �̅�)

4𝑛2
𝑗=1

[(𝑛1 − 1)𝑆1
2 + (𝑛2 − 1)𝑆𝑋

2]2

= (𝑛1 + 𝑛2)
∑ (𝑌1𝑗 − �̅�1)

4𝑛1
𝑗=1 + 𝜌4∑ (𝑌2𝑗 − �̅�2)

4𝑛2
𝑗=1

[(𝑛1 − 1)𝑆1
2 + 𝜌2(𝑛2 − 1)𝑆2

2]2
= 𝛾𝑃(𝜌) 

视需求而定。 

附录 B：结果 2 的论证 
我们已经确定，基于 𝑇2 的 𝜌 = 𝜎1/𝜎2 的近似 (1 − 𝛼)100 百分比置信集合按如下给定 

{𝜌 ∈ (0,∞): (ln 𝜌2 − ln(𝑐�̂�2))2 − 𝑧𝛼/2
2 (

�̂�𝑃(𝜌) − 𝑘1
𝑛1 − 1

+
𝛾𝑃(𝜌) − 𝑘2
𝑛2 − 1

)  ≤ 0} 

合并峰度估计量将表示为各个样本的峰度估计量，按如下给定 

𝛾𝑖 = 𝑛𝑖
∑ (𝑌𝑖𝑗 −𝑚𝑖)

4𝑛𝑖
𝑗=1

[(𝑛𝑖 − 1)𝑆𝑖
2]
2 , 𝑖 = 1,2 

具体地说，如果我们设 𝑡 = 𝜌/�̂�，则 

𝛾𝑃(𝜌) = (𝑛1 + 𝑛2)
∑ (𝑌1𝑗 −𝑚1)

4𝑛1
𝑗=1 + 𝜌4∑ (𝑌2𝑗 −𝑚2)

4𝑛2
𝑗=1

[(𝑛1 − 1)𝑆1
2 + 𝜌2(𝑛2 − 1)𝑆2

2]2
= (𝑛1 + 𝑛2)

𝛾1 𝐾
2/𝑛1 + 𝛾2 𝑡

4/𝑛2
(𝐾 + 𝑡2)2

 

其中，𝐾 = (𝑛1 − 1)/(𝑛2 − 1)。 
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结果是，可以将标准误的平方项表示为 

𝛾𝑃(𝜌) − 𝑘1
𝑛1 − 1

+
𝛾𝑃(𝜌) − 𝑘2
𝑛2 − 1

= 𝐴
𝛾1 𝐾

2/𝑛1 + 𝛾2 𝑡
4/𝑛2

(𝐾 + 𝑡2)2
− 𝐵 

其中 

𝐴 =
(𝑛1 + 𝑛2)(𝑛1 + 𝑛2 − 2)

(𝑛1 − 1)(𝑛2 − 1)
, 𝐵 =

𝑘1
𝑛1 − 1

+
𝑘2

𝑛2 − 1
 

因此，如果我们设 𝑟2 = 𝜌2/(𝑐�̂�2)，则很容易得到 

(ln 𝜌2 − ln(𝑐�̂�2))2 − 𝑧𝛼/2
2  (

𝛾𝑃(𝜌) − 𝑘1
𝑛1 − 1

+
𝛾𝑃(𝜌) − 𝑘2
𝑛2 − 1

)

= (ln 𝑟2)2 − 𝑧𝛼/2
2 (𝐴

𝛾1 𝐾
2/𝑛1 + 𝛾2 𝑐

2𝑟4/𝑛2
(𝐾 + 𝑐 𝑟2)2

− 𝐵) 

它遵循以下原则，基于 𝑇2 的对于 𝜌 = 𝜎1/𝜎2 的近似百分之 (1 − 𝛼)100 的置信集合可以给

定为  

�̂�√𝑐 {𝑟 ∈ (0,∞): 𝐻(𝑟2) ≤ 0} 

或等价地，𝜌2 = 𝜎1
2/𝜎2

2 的置信集合可以表示为 

𝑐�̂�2 {𝑟 ∈ (0,∞): 𝐻(𝑟) ≤ 0} 

其中 

𝐻(𝑥) = (ln 𝑥)2 − 𝑧𝛼/2
2 𝑠𝑒2(𝑐𝑥), 𝑥 > 0 

并且 

𝑠𝑒2(𝑥) = 𝐴
𝛾1 𝐾

2/𝑛1 + 𝛾2 𝑥
2/𝑛2

(𝐾 + 𝑥)2
− 𝐵 

附录 C：结果 3 的论证 
在 𝐻(0) = 𝐻(+∞) = +∞ 和 𝐻(1) < 0 情况下，很容易验证函数 𝐻(𝑥) 在正实线上的连续

性。根据微分中值定理，函数 𝐻(𝑥) 在区间 (0, 1) 中至少有一个根，在区间 (0,+∞) 中至少

有一个根。因此，如果函数 𝐻(𝑥) 具有两个根，则一个根小于 1，另一个根大于 1。由于此

函数开口向上，则在 𝑟 介于这两个根之间时，满足不等式 𝐻(𝑟) ≤ 0。这些根定义了 

𝜌2/(𝑐�̂�2) 的置信区间的端点。因此，如果我们设 𝑥𝐿 < 1 < 𝑥𝑈 为两个根，则按结果 2，方差

比值的置信下限 𝜌2 计算为 𝑐�̂�2𝑥𝐿，标准差比值的置信下限为 �̂�√𝑐𝑥𝐿。类似地，方差比值的

置信上限为 𝑐�̂�2𝑥𝑈，标准差比值的置信上限为 �̂�√𝑐𝑥𝑈。 

另一方面，如果函数 𝐻(𝑥) 具有两个以上的根，则当 𝑟 介于两个连续的根之间且函数开口向

上时，满足不等式 𝐻(𝑟) ≤ 0。因此，置信集合是一组非重叠区间。 
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