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RESUMO

Propomos um procedimento alternativo para corrigir um passo em falso sutil no intervalo de
confianca (IC) de Bonett (2006) para a razéo de dois desvios padrao. O estimador da curtose
combinada para a estatistica de teste de Layard (1973) na qual o intervalo de Bonett esta
baseado, é consistente somente quando as variancias populacionais sdo iguais. Derivamos
um estimador alternativo que é consistente quando as variancias populacionais sdo iguais e
quando elas sdo desiguais e usa o novo estimador para calcular o IC correto. Estudos de
simulacao revelam que o novo IC é, em geral, mais exato e mais preciso que o IC baseado no
teste de Levene/Browne-Forsythe W5, e o teste de Pan (1999) Ls,. Consistente com Pan,
observamos que ICs baseados no teste de W;, exibe uma perda de preciséo com pequenas
amostras, frequentemente resultando em intervalos que tém largura infinita. ICs que estdo
baseados no teste de Ls, apresentam bom desempenho com distribuicdes simétricas e
quase simétricas, mas apresentam um desempenho ruim quando as popula¢des sao
assimétricas.

Termos do indice: homogeneidade de varidncias, teste de Levene, teste de Brown-Forsythe,
teste de Layard, intervalo de confianca (IC) para a razdo de varidncias

1. Introducao

E amplamente conhecido que o teste F classico, e os intervalos de confianga associados (ICs)
sao extremamente sensiveis a desvios da normalidade — tado sensiveis que, de fato, o teste F
classico nao é adequado para a maioria das aplicacdes praticas. Por este motivo, muitos
propuseram alternativas mais robustas. Dentre esses, o teste conhecido como "Test W50" é
frequentemente preferido, porque ele tem propriedades muito boas de erro tipo I, contudo,
é simples de calcular e de interpretar. (Para analises comparativas, consulte Conover et al.
(1981), Balakrishnan e Ma (1990), Lim e Loh (1996).) O teste de W5, é baseado em um
procedimento que foi originalmente proposto por Levene (1960) e posteriormente
aprimorado por Brown e Forsythe (1974). O teste de Wy, foi amplamente adotada e esta
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disponivel na maioria dos pacotes de software estatistico bem conhecidos, como o Minitab
Statistical Software, SAS, R e JMP.

As propriedades de erro tipo Il do teste Ws, sdo um tanto menos notaveis do que suas
propriedades de erro tipo I. Pan (1999) mostra que, para algumas distribui¢des, incluindo a
distribuicdo normal, o poder do teste de W5, em problemas de amostras tem um limite
superior que é possivelmente bem abaixo de 1. E esse limite superior ndo é afetado pela
magnitude da diferenca entre as variancias da populacdo. Esta deficiéncia naturalmente se
estende aos ICs que sdo baseados no teste de W;,. Pan mostra que ha uma probabilidade
ndo desprezivel de que um IC para a razao das variancias da populacdo que esta baseado no
teste de Ws, sera infinito (0, +) e, desta forma, ndo informativo. A observacdo de Pan é
consistente com os resultados nossas préprias simulacdes, reportamos mais adiante nesse
artigo.

Pan prop&e um procedimento alternativo, chamado Ls,, para corrigir as limitagdes do
procedimento Ws,. Com base nos resultados da simulagdo, Pan conclui que o teste de Ls, é
mais poderoso do que o teste de Wy, contudo, ele é igualmente robusto e compartilha suas
propriedades assintéticas desejadas. As amostras das simulagdes de Pan, contudo, foram
tiradas de distribuicdes simétricas ou um pouco assimétricas, com caudas de pesadas a
leves. O impacto potencial da assimetria no desempenho do teste Ls, em pequenas
amostras nao foi especificamente discutido.

Pan também argumenta que o Ls, procedimento é tdo poderoso quanto outros
procedimentos notavelmente robustos tais como o teste de postos Fligner-Killeen
modificado e o teste adaptativo Hall-Padmanabhan. Praticamente, contudo, o teste de
postos Fligner-Killeen modificado e o teste adaptativo Hall-Padmanabhan sdo um pouco
menos Uteis do que os testes Lg, € Ws, porque eles sdo computacionalmente trabalhosos e
intensivos.

Recentemente, Bonett (2006) propos um procedimento de IC alternativo que esta baseado
na versao para duas amostras do teste de homogeneidade de variancias de Layard (1973).
Bonett inclui diversos ajustes para aprimorar o desempenho do procedimento de Layard
para pequenas amostras. Por exemplo, Bonett propoe um estimador da curtose combinada
gue é assintoticamente equivalente ao de Layard, mas que exibe menos vicio para pequenas
amostras.

Infelizmente, nem o estimador da curtose combinada original de Layard, nem a substituicdao
proposta por Bonett sédo consistentes quando as variancias da populagdo ndo sao iguais.
Desta forma, os intervalos que Bonett (2006) propde ndo séo ICs adequados, mas sdo
melhores descritos como intervalos de aceitacdo para o teste de igualdade das variancias.
Assim, subtrair as probabilidades de cobertura simuladas relatadas em Bonett (2006) da
unidade, resulta em taxas de erro tipo | do teste de igualdade de variancias. Comparando
essas taxas de erro tipo | com aquelas do teste original de Layard confirma que os ajustes de
Bonett aprimoram com sucesso o desempenho do teste de Layard para pequenas amostras.
O IC para a razao das variancias proposto por Bonett, contudo, deve ser revisitado.

Observe também que Bonett compara os intervalos propostos com ICs baseados no teste F
aproximado de Shoemaker (2003). Contudo, o IC da razado de variancias associado ao teste

de Shoemaker — conforme brevemente descrito na pagina 106 do artigo do Shoemaker —
também é baseado no estimador da curtose combinada de Layard. Portanto, os ICs

METODO DE BONETT



calculados na secdo 7 do artigo de Shoemaker também sdao melhores descritos como
intervalos de aceitagdo para o teste de igualdade das variancias. Apesar desses erros, pode-
se concluir a partir dos resultados da simulacdao de Bonett que seu ajuste melhorou o
desempenho de pequenas amostras do teste de Layard da igualdade das variancias, e que o
teste resultante para a igualdade de variancias tem melhor desempenho que o teste de
Shoemaker.

No presente documento, corrigimos o passo em falso em Bonett (2006), estendendo a forma
para duas amostras do teste de Layard para testar a hipotese nula sobre a razdo das
variancias ou desvios padrao. Para realizar isso, propomos um estimador de curtose
combinada que é consistente para qualquer razdo hipotética. Depois, invertemos a
estatistica de teste para obter o IC para a razdo. Por fim, conduzimos estudos de simulacao
para avaliar as propriedades de robustez do novo IC em experimentos de pequenas
amostras. Além disso, comparamos o desempenho do novo IC em pequenas amostras com
o desempenho dos ICs associados ao teste F classico, o teste Wy, e o teste Lgy.

2. Teste de Layard e alguma
extensao

Sejam o Yy, wor Yingr s Yty oo, Y, ke @amostras independentes, cada amostra sendo
independente e identicamente distribuida com a média de E(Yij) = y; € variancia de
Var(Yij) = g7 > 0. Além disso, suponha que as amostras se originem de popula¢cdes com
uma curtose comumde y = E(Y — u)*/o* < o0. Observamos que Layard usa o excesso de
curtose dey, =y — 3.

Sejam ¥; e S; a média e o desvio padrdo da amostra i, respectivamente. Além disso, seja 72 =
2+(1-1/n)y. =2+ 1 —-1/n)(y — 3), onde 1 = ), n;/k. Conforme indicado em Layard
(1973), para grandes amostras, 72 = Var((n; — 1)*/?InS?).

Para testar a hipdtese nula da igualdade de variancias, Layard realiza uma transformacao
ortogonal no vetor cujos componentes Z; = (n; — 1)'/?In S? /7 sdo assintoticamente
distribuidos como a distribuicdo normal padrdo sob a hipdtese nula. Depois, ele usa a
propriedade de preservacao da distancia de transformacdes ortogonais para mostrar que a
estatistica de teste de S’ (dada a seguir) é assintoticamente distribuida como uma
distribuicdo qui-quadrado com k — 1 graus de liberdade sob a hipdtese nula da igualdade
de variancias:

k K N
* (n; —1)InS;
S’ = E (ni—1)<lnSi2—Zl_1k( : ) l> /T2

1
Em geral, 0 Z; = (n; — 1)2(InS? — In6/) /7 é assintoticamente distribuido como a distribuicdo
normal padrdo. Portanto, pode-se aplicar as técnicas de Layard para derivar a estatistica de
teste mais generalizada Ty.

2
, < (InS? —lnaiz)2 / < InS? — Inof \
Ti= ) (=1 S DICERY
i=1 =1

" \ DMLY )
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O Ty, é assintoticamente distribuido como uma distribuicdoa qui-quadrado com k — 1 graus
de liberdade sob ambas as hipoteses nula e a alternativa.

Pode-se expressar o T, de uma forma que é mais similar aquela do S’. Expressando o termo
quadratico como uma soma em dobro e realizando um pouco de algebra, obtivemos o
seguinte resultado:

Ek 2
T, = Y (n;—1)(InS? —Ino? — kK (n; —1)(nS? —Inc?) e
- | l l L= 1)

i=1

Se todas as variancias forem iguais, entdo T, = S'. Portanto, o S’ e T, sdo as mesmas
estatisticas de teste ao testar a hipdétese nula da igualdade de variancias. Entretanto, o Ty,
também pode ser usado mais geralmente para testar qualquer hipdtese que seja expressa
como fungdes das variancias. Por exemplo, podemos usar o Ty para testar qualquer hipotese
nula na forma do Hy: 0; = ay; para qualquer gy; > 0,i = 1, ..., k dado.

Comoot? =2+ (1-1/n)(y — 3) é desconhecido, um teste baseado em S’ ou T}, requer
um estimador para a curtose comum das populacdes, y. Por exemplo, para testar a hipdtese
nula da homogeneidade das variancias, Layard propos o seguinte estimador combinado da
curtose comum:

BT
V= " 2 zzni
|[Zexi (v - W) | =

Layard destaca contudo, que o 7 ndo é necessariamente um estimador consistente da
curtose comum quando as variancias ndo sao iguais.

No caso especial de experimentos de duas amostras, pode-se avaliar a magnitude da
diferenca entre os desvios padrdo testando-se a hipotese nula do Hy: g, /0, = p, para uma
dada razdo hipotética p, > 0. Contudo, pode-se avaliar esta diferenca mais diretamente
calculando-se o IC da razéo dos desvios padrao.

Se po = 1, entdo a hipotese nula é equivalente a hipotese da homogeneidade da variancia.
Portanto, pode-se basear o teste no T, = S’, apds substituir-se a versdo de duas amostras do
estimador de curtose de Layard para o y na expressdo do t2 = 2+ (1 — 1/7)(y — 3) para
obter £2.

Contudo, se py # 1, o teste devera ser baseado no T, em vez de no S'. Além disso, se py # 1,
entdo o estimador de curtose combinada de Layard ndo é necessariamente consistente e,
portanto, ndo pode ser usado para estimar a curtose comum das populagdes. Portanto, um
estimador alternativo da curtose combinada — um que seja consistente para qualquer razao
hipotética p, > 0 — é necessario.

Em seguida derivamos esse estimador. Como se trata de uma fungdo do p,, denotamos o
estimador como 7»(p,). Também definimos a estatistica de teste T, = 72T, /2, onde 2 =
2+ (1 —-1/n)({Fp(pog) — 3). De acordo com o teorema de Slutzky, T, é assintoticamente
distribuido como uma distribui¢cdo qui-quadrado com 1 grau de liberdade. Por fim,
invertemos T, para obter ICs para p = g,/0,.
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3.IC para a razao dos desvios
padrao

A secao anterior detalha a necessidade de um estimador alternativo da curtose ao testar as
hipdteses nulas que sdo declaradas em termos da razdo das variancias ou dos desvios
padrdo. O resultado a seguir fornece aquele estimador.

RESULTADO 1

Para qualquer p = g, /0, > 0 dado, um estimador consistente da curtose combinada da
curtose da populagao comum no modelo de duas amostras pode ser dado como

—\4 = \4
Z;-lil(yu - Yl) +p* 2721(’/21 - YZ)
[(ny — 1SE + p2(n, — 1)S7]?

7p(p) = (ny +ny)

A prova deste resultado pode ser encontrada no Apéndice A.

Conforme esperado, o #p(1) € idéntico ao estimador de curtose combinada de Layard, 7,
uma vez que o a1 /0, = 1 implica que os desvios padrao (ou variancias) sdo iguais.

A estatistica T,, que é a versdo de duas amostras da estatistica geral Ty, é dada como

(Inp? —Inp?)?

(n11—1+n21—1)T2

onde p=S,/S;, p=0y/0,et? =2+ (1 —-1/A)P. =2+ (1 —1/R)(y - 3).

T; =

Conforme indicado no Layard (1973), em grandes amostras, t2 = Var((n; — 1)/2In S?).
Bonett (2006) usa uma aproximacao alternativa, que é também adotada em Shoemaker
(2003), Var((n; — 1)/21n S?) =y — (n; — 3)/n;. Em grandes amostras, essas aproximagdes
sao equivalentes. Contudo, Shoemaker relata que a Ultima versao é vantajosa ao usar seu
teste da igualdade de variancias com pequenas amostras. Usando este ajuste, a estatistica T,
pode ser modificada como

(Inp? —Inp?)?

2=V—g1+y—gz
’fll—l le—l

onde gi = (Tli — 3)/Tll
Segue-se entdo, que a estatistica de teste T, = 2T, /%? para teste das hipdteses nulas
Hy: p = po € dada como
Inp? — In p3)?
T (Inp Po)

s 7p(Po) — 91 + 7p(Po) — 92
ny—1 n,—1

Nesta expressdo do T,, a raiz quadrada do denominador pode ser exibida como uma
estimativa para grandes amostras do erro padrdo para a curtose combinada.
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Além disso, na expressao de 7p(1) = 7, Bonett (2006) usa as médias de amostras aparadas
com as médias amostrais aparadas 1/[2(n; — 4)'/?]. Neste sentido, fizemos o mesmo ajuste
ao estimador de curtose combinada:

4 4
Zyil(yu - ml) +p* 23‘21(1’21’ - mZ)
[(ny — 1)SF + p2(n, — 1)S5]?

7p(p) = (ng +ny)

onde m; é a média aparada da amostra i, com a proporcéo da apara 1/[2(n; — 4)*/?]. Esta
versao do estimador da curtose combinada e a versdo anterior sdo assintoticamente
equivalentes uma vez que a média aparada m; € um estimador consistente da média da
populacao u;. Esta versao alternativa, contudo, pode aprimorar o desempenho de pequenas
amostras do teste baseado em T,.

A estatistica do teste T, pode agora ser invertida para derivar um IC aproximado para a
razao das variancias ou desvios padrdo. Contudo, primeiro, descreveremos brevemente o
passo em falso na derivagdo dos ICs de Bonett (2006) para a razdo dos desvios padrao.

3.1 Intervalos de Bonett
Em vez de inverter T, para obter o IC, Bonett (2006) inverte a seguinte estatistica

_ (np?>—Inp?)?
O +)7P(1) — 92
ny—1 n, —1

Consequentemente, o intervalo resultante é simplesmente a regido de aceitagdo para o teste
de igualdade de variancias. Isso é porque o estimador da curtose combinada, pp(1), é
consistente somente quando as variancias sao iguais, ou equivalentemente quando a razao
hipotética € 1. O intervalo resultante é relatado em Bonett (2006) como

exp[In(c S/53) + z4»5€]
onde

, T =g 7)) -9,
= +
’fll—l le—l

se

A constante ¢ esta incluida como um ajuste de pequenas amostras para mitigar o efeito de
probabilidades de erro de caudas desiguais em experimentos ndo balanceados. Esta
constante é dada por

nq Ny = Zgy2

Cc =
Ny = Zq/2 ny

A constante desaparece quando os projetos sdo equilibrados e seu efeito torna-se

desprezivel com o aumento do tamanho das amostras.

A Tabela 1 ilustra as consequéncias da interpretacdo errénea dos intervalos acima como ICs.
Esses resultados sdo baseados em um pequeno estudo de simulagdo no qual calculamos as
probabilidades de cobertura simuladas com base nos intervalos de Bonett (2006). Para os
casos de variancias iguais (coluna da esquerda), geramos duas amostras independentes da
distribuicdo normal padrdo. Para os casos de variancias diferentes (coluna da direita),
escalamos as observacdes da segunda amostra por um fator de constante de 4. As
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probabilidades de cobertura estimadas estdo baseadas em 100.000 réplicas. A cobertura
nominal almejada é 0,95.

Tabela 1 Efeito de variancias populacionais diferentes nos ICs de Bonett (2006) (« = 0,05)

Probabilidades de cobertura

simuladas

Variancias Variancias
nqy, n, iguais diferentes
10, 10 0,963 0,972
50, 50 0,952 0,991
100, 100 0,952 0,994

Se os intervalos foram baseados em um estimador de curtose combinada consistente, entdo
espera-se que as probabilidades de cobertura nos dois casos sejam idénticas. Contudo,
observe que os intervalos sao consistentemente mais conservadores quando as variacdes
sao diferentes. Além disso, as probabilidades de cobertura se aproximam de 1 conforme o
tamanho das amostras aumenta. Observe que resultados similares sdao obtidos com ICs
aproximados do Shoemaker (2003).

3.2 Calculos do IC

Considere o problema de testar a hipotese nula Hy: p = p, contra a hipdtese alternativa
Hy: p #+ poy, onde p = g, /0, e p, > 0, com base na estatistica de teste T, dada anteriormente.
Sob a hipotese nula, a estatistica de teste

. (Inp? —In p§)?

a2 7p(Po) — 91 + 7p(P0) — g2
nl - 1 n2 - 1

é assintoticamente distribuida como uma distribuicdo qui-quadrado com 1 grau de
liberdade. Assim, o teste rejeita a hipdtese nula ao nivel a de significancia se e somente se

A2 282 2 (Vp(Po) =91  Vr(Po) — g2
(lnp _ln:DO) >Za/2( nl_l + nz_l

onde z, denota o @ x 1000. ponto percentilico superior da distribuicdo normal padrao.
Observe que o @ x 1000. ponto percentilico superior da distribuicdo qui-quadrado com 1
grau de liberdade, xZ,, satisfaz a seguinte condigdo: xf, = zé/z.

Os resultados da simulagao de Bonett (2006) mostram que o ajuste de pequenas amostras,
para reduzir o efeito de probabilidades de erro de caudas diferentes em experimentos ndo
balanceados, funcionou bem. Assim, fizemos um ajuste similar para o teste com base em T,.
Quando este ajuste é feito, o teste rejeita a hipdtese nula se e somente se
7p(Po) — 91 n 7p(po) — 92)

ny—1 n, —1

(In pj —In(ep?)? > 24 (

onde ¢ é a constante de ajuste de Bonett dada como

nq Ny = Zgy2

Cc =
Ny —Zg/2 n;
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Equivalentemente, um percentual de confianca aproximado (1 — a)100 definida para p =
01/0, com base em T, é dada por

_ ) oz 2 (YP(P)—91  Vp(p) — g2
{pE(O,oo).(lnp —In(cp*)) _Z(x/Z( =1 + 1 <0

Observe que o ¢ ndo tem efeito em experimentos balanceados e tem somente um efeito
desprezivel em experimentos ndo-balanceados de grandes amostras.

O proximo resultado fornece uma expressao alternativa da confianca definida de uma forma
gue é conveniente para descrever sua natureza. Nesta expressdo, o estimador de curtose
combinada é reescrito em termos das curtoses amostrais individuais dadas como

_ .2?21(Yij _mi)4 ;
l [(n; — 1)51'2]2 ’

=1,2

i

RESULTADO 2

Um percentual de confianca aproximado de (1 — a)100 definido para p = ¢, /0, com base
em T, pode ser expresso como

pVc {r € (0,00): H(r*) < 0}
ou equivalentemente, a confianca definida para p? = ¢ /a2 pode ser expressa como
cp? {r € (0,0): H(r) < 0}
onde
H(x) = (Inx)? — Zé/zsez(cx),x >0

71 K?/ny + 7, x%/n, _

2 =A B
se”(x) (K +x)?
A=(n1+n2)(n1+n2—2) __9 9 K=n1_1
n,—Dmn,—-1) ° n—1 n,—1’ n, —1

Para a prova deste resultado, consulte o Apéndice B.

E facilmente verificado que a funcdo H(x) é continua na reta real positiva, com H(0) =
H(+o) = 4+ e H(1) < 0. Portanto, pelo teorema dos valores intermediarios, a funcao H(x)
admite pelo menos uma raiz no intervalo (0, 1) e pelo menos uma raiz no intervalo (0, +).

O préximo resultado descreve o conjunto de confianca definido como um intervalo ou unido
de intervalos disjuntos.

RESULTADO 3
Se a funcao H(x) tem exatamente duas raizes, x; e xy, entdo 0 < x; < 1 < x;; e a confianca
definidos para p? = 62 /0% é o intervalo dado por
[cp?x,, cp?xy]
Ocorre, entdo, que o IC do p = g;/0, é o intervalo,

e

Por outro lado, se a fungdo H(x) tiver mais de duas raizes, a confianca definida para p? =
o /a2 é a unido de intervalos ndo sobrepostos. Os pontos extremos de cada intervalo sdo as
raizes consecutivas em que a funcao se abre para cima.

METODO DE BONETT



Para a prova deste resultado, consulte o Apéndice C.
OBSERVACAO

Apesar de ser matematicamente possivel para a funcao H(x) admitir mais de duas raizes,
observamos que isso ocorre somente com experimentos extremamente incomuns e
praticamente insignificantes nos quais uma ou ambas as amostras séo muito pequenas ou
gravemente nao balanceadas. Conjecturamos que H(x) tem duas ou quatro raizes.

O exemplo a seguir esta baseado em dados que foram fabricados para forgar a fungéo H(x)
a ter mais de duas raizes. Os dados sdo sumarizados da seguinte maneira: n; = 169, n, =7,
S, = 301,855, S, = 4606,170, 7, = 1,877, 9, = 6,761, ¢ = 0,728, A = 30,381, B = 0,101 e K =
28,000.

Para a = 0,05, a funcdo H(x) é dada como
1,877 x 282/169 + 6,761 X (0,728x)2/7
— 0,101

H = l 2—1,.9602 30;381
(x) = (Inx) < (28,000 + 0,728x)2

A fungdo H(x) neste caso tem quatro raizes. O grafico da fungdo é exibido a seguir. Observe
gue a quarta raiz ndo é visivel no grafico porque ela é muito grande. Entretanto, sabemos
que a quarta raiz existe porque H(+o0) = +oo.

H(x) com mais de duas raizes

Hx)

As quatro raizes s@o numericamente calculadas como x; = 0,389, x, = 3,282, x3 = 10,194 e
x4, = 39685,0. A razdo estimada dos desvios padrédo é p = S;/S, = 0,066. A confianca
definida para p? = 67 /0Z pode ser expressa como

[c p?x1, ¢ p2x,] U [c p%x3,c p?x,] = [0,001,0,010] U [0,032,124,072]

A confianca definida para a razdo dos desvios padrao, p, é obtida tomando-se a raiz
quadrada dos pontos extremos dos intervalos.
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Quando as amostras ndo sdo muito pequenas (n; > 10) e a disparidade entre seus tamanhos
nao é grande, a funcao H(x) tipicamente admite duas raizes. Uma raiz esta abaixo da
unidade, e a outra raiz esta acima da unidade conforme descrito no Resultado 2. Aqui esta
um exemplo baseado em dados gerados aleatoriamente. Os dados podem ser resumidos da
seguinte maneira: n; = 10, n, = 12, §; = 1,150, S, = 1,043, y; = 2,704, , = 3,671, ¢ = 1,041,
A=4444, B =0,146 e K = 0,818.

Para a = 0,05, a funcao H(x) é dada neste caso como

2,704 x 0,8182/10 + 3,671 x (1,041x)2/12
(0,818 + 1,041x)?

H(x) = (Inx)?—1,9602 <4,444 — 0,146>
A funcdo H(x) tem duas raizes conforme mostrado a seguir:

H(x) com duas raizes

Hx)

As duas raizes sao numericamente calculadas como x; = 0,200 e x, = 6,824. A razao
estimada dos desvios padrdo é p = S;/S, = 1,102. O conjunto de confianca de p? = o7 /0% é
o intervalo dado como

[c p%xy, ¢ p2x,] = [0,253,8,634]

O IC para a razdo dos desvios padrdo, p, é obtido tomando-se a raiz quadrada dos pontos
extremos do intervalo acima.

Descrevemos dois algoritmos para encontrar os limites de confianca.

O primeiro algoritmo consiste em usar um procedimento de busca de raiz numérica para
encontrar as raizes da funcdo H(x). A raiz que corresponde a um limite de confianca inferior
para a razao das variancias esta confinada no intervalo (0, 1). Se denotarmos esta raiz por x;,
e, depois, pelo Resultado 3, o limite de confianca inferior da razdo das variancias é calculado
como cp?x, e o limite de confianca inferior da razdo dos desvios padrao é obtido como
p~/cx;. Similarmente, o limite de confianca superior para a razdo das variancias é cp?xy, e o
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limite de confiancga superior para a razdo dos desvios padrao é ﬁ\/cTU, noqualxy >1¢éa
outra raiz de H(x). Uma abordagem simples para encontrar o limite de confianca superior é
usar o fato de que o limite inferior do 1/p? é o limite superior de p2. Primeiro, as fun¢des da
primeira amostra e da segunda amostra sdo intercambiadas na expressdo da funcdo H(x)
como se estivesse calculando o limite de confianca da razdo 1/p? = 62 /0?. Em segundo
lugar, o algoritmo para localizar o limite inferior é aplicado a nova funcdo H(x). Por fim, o
limite resultante é invertido para obter o limite de confianca superior desejado.

Uma abordagem alternativa consiste em calcular recursivamente o limite de confianga
inferior da razdo das variancias usando a relagdo de recorréncia dada por

ps =1

A ),/\P(p)_gl )’/\P(p)_gz Ii = 011121 e
bl = exp |In(c 52) — 2, [LD 91, Telhn
ny—1 n,—1

O limite de confianca inferior para a razéo das variancias é p?,, tal que |p?,; — p7| <& no
qual j > 0 e ¢ sdo escolhidos para serem pequenos (por exemplo £ = 107%). Para encontrar
o limite de confianca superior, simplesmente substituimos —z,,, por +z,,, acima.

Evidentemente, os dois algoritmos para calculo dos limites de confianga sdo equivalentes
porque o procedimento recursivo é essencialmente um procedimento iterativo para solucao
da equacdo H(p?/(cp?)) = 0 para p?. O algoritmo recursivo é mais facil de implementar e,
portanto, € uma alternativa Util quando um procedimento de busca de raiz ndo esta
disponivel.

4. Estudos de simulacao e
resultados

Neste artigo, derivamos um procedimento para estender o teste de Layard para igualdade
de duas variancias, para testar a razdo das variancias. Chamamos este procedimento de
Teste de Layard Estendido para a Razao ou ELTR. Nesta secao, investigamos as propriedades
de pequenas amostras de ICs baseados no procedimento ELTR. Seguimos a abordagem
geral adotada por Bonett (2006).

Comparamos os ICs que sdo baseados no procedimento ELTR a ICs que sdo baseados no
teste Lsy (Pan, 1999) e no teste W5, (o teste de Levene/Brown-Forsythe). Para o Estudo 1,
também incluimos, para comparacao, os ICs que sdo baseados no teste F classico. E bem
conhecido que, quando os dados sdo normalmente distribuidos, o teste F classico é 6timo.
Observe que os calculos dos ICs com base nos testes W, e L, sdo fornecidos em Pan
(1999). Os calculos dos ICs baseados no teste F podem ser encontrados em diversos livros
introdutoérios de estatistica. Eles também sédo fornecidos em Bonett (2006).

Conduzimos trés estudos de simulagdo, cada um com 100.000 réplicas amostrais. Cada
réplica consiste em duas amostras independentes que sdo de tamanho pequeno a
moderado. Cada amostra foi tirada de uma distribuicdo pai com propriedades conhecidas
incluindo simetria, assimetria, caudas pesadas e caudas leves. O erro padrao associado com
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cada simulagéo é aproximadamente 0,0009, 0,0007 e 0,0003 para niveis de confianca
nominal de 90%, 95% e 99% respectivamente.

Para avaliar o desempenho de cada procedimento, relatamos a probabilidade de cobertura
alcancada e a largura média dos intervalos simulados da razdo das variancias. Alguns dos
intervalos associados com o teste Ws, tém largura infinita (uma possibilidade exposta por
Pan (1999)). Nesses casos, relatamos a largura média dos intervalos finitos e o percentual
dos intervalos com largura infinita. Todas as simulagdes foram conduzidas usando-se a
Versao 8 do pacote de software Mathematica.

Estudo 1: Comparacao das probabilidades de
cobertura para Dados Normais

No primeiro estudo, geramos amostras aleatérias de varios tamanhos a partir da distribuicao
normal. Os resultados estao apresentados na Tabela 2.

Table 2 Comparacao das Probabilidades de Cobertura e Largura Média dos Intervalos

Procedimento

1-a ny, Ny Medir F ELTR L50 W50
0,90 10, 10 Cobertura 0,898 0,918 0,913 0,921
Largura 372 5,06 472 8,03
(0,01%)
30, 10 Cobertura 0,90 0,909 0,897 0,911
Largura 2,42 3,01 3,58 317
25, 25 Cobertura 0,902 0,907 0,914 0,916
Largura 1,61 1,73 1,85 1,938
50, 50 Cobertura 0,90 0,901 0,906 0,907
Largura 1,03 1,06 1,13 1,15
0,95 10, 10 Cobertura 0,949 0,963 0,958 0,964
Largura 4,90 7,72 6,52 497,24
(0,.20%)
30, 10 Cobertura 0,95 0,957 0,945 0,959
Largura 2,98 4,91 4,67 4,07
25, 25 Cobertura 0,951 0,955 0,958 0,961
Largura 1,99 2,24 2,31 2,49
50, 50 Cobertura 0,951 0,952 0,953 0,954
Largura 1,25 1,31 1,38 1,41
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Procedimento

1-a nq n, Medir F ELTR Lsy Wi
0,99 10,10 Cobertura 0,989 0,993 0,992 0,994
Largura 829 17,76 12,52 > 107
(8,8%)
30,10  Cobertura 0,99 0,992 0,986 0,994
Largura 4,26 15,76 8,26 6,77
25,25  Cobertura 0,99 0,992 0,992 0,993
Largura 2,86 3,66 3,43 4,03
50,50  Cobertura 0,99 0,991 0,991 0,991
Largura 1,71 1,89 1,92 2,02

As linhas sombreadas exibem as probabilidades de cobertura alcancadas (Cobertura) de cada
procedimento em cada nivel de confianca (1 — a) e cada combinacgdo de tamanhos de
amostras (n4, n,). A média das larguras de intervalo (Largura) é exibida abaixo de cada
probabilidade de cobertura. Se quaisquer intervalos de uma condicéGo forem infinitos,
relataremos a média dos intervalos finitos e o percentual de intervalos que foram infinitos.

Conforme esperado, os resultados mostram que os ICs associados ao procedimento F sdo os
mais exatos e 0os mais precisos. As probabilidades de cobertura alcangadas com o
procedimento F sdo mais proximas da cobertura alvo do que aquelas associadas aos outros
procedimentos. E as larguras médias dos intervalos associadas ao procedimento F sdo
menores do que aquelas associadas aos outros procedimentos. A tabela também revela,
contudo, que ICs que sé@o construidos usando-se os procedimentos ELTR e Lg, sdo quase tao
exatos e precisos quanto aqueles baseados no procedimento F.

Os intervalos baseados no teste Wy, também sdo bastante exatos. Contudo, os intervalos do
Ws, podem ser muito amplos e podem até ter largura infinita, dependendo do tamanho das
amostras. Observe que quando ambas as amostras tém somente 10 observag¢des, pelo
menos 0,01% dos intervalos produzidos pelo procedimento W5, sao infinitamente amplos. E
o percentual de intervalos infinitos aumenta quando a cobertura alvo aumenta. Sob a
maioria das condicOes, as larguras médias do ELTR e os intervalos do L, sdo menores do
que as larguras médias dos intervalos do Wy,

Estudo 2: Comparacao das probabilidades de
cobertura para Dados Nao-normais

O segundo estudo foi projetado para avaliar e comparar o desempenho do ELTR, Ls, e 0s
procedimentos do W5, quando distribui¢des pai ndo sdo normais. Também incluimos uma
distribuicdo normal contaminada para avaliar o impacto de outliers no desempenho dos
procedimentos. Denotamos esta distribuicdo contaminada como CN(0,1, 3) para indicar que,
enquanto 90% das observagdes sdo geradas da distribuicdo normal padrao, as 10% restantes
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sao geradas de uma populagdo normal com uma média de 0 e um desvio padrdo de 3. Os
resultados sdo apresentados na Tabela 3.

Tabela 3 Comparacao das probabilidades de cobertura e larguras médias dos intervalos em
alguns modelos ndo normais o nivel de confianga nominal é 1 — a = 0,95

Distribuigﬁ ELTR L50 Wso Distribui(;5 ELTR L50 W50
o o
[v] [v]
ny, Ny ny, Ny
Uniforme x%(5)
[1,8] [5,4]
10,10 0,971 0,971 0,966 10,10 0,956 0,938 0,956
527 4,87 42,08 11,61 878 > 107
(0,1%) (2,6%)
10, 30 0,964 0,961 0,957 10, 30 0,959 0,923 0,956
2,51 2,4 2,89 6,25 414 190,645
(0,3%)
25, 25 0,967 0,972 0,968 25, 25 0,956 0,944 0,954
1,43 1,79 1,88 3,66 2,92 326
50,50 0,959 0,962 0,959 50,50 0,959 0,946 0,952
0,83 1,06 1,08 2,07 1,7 1,77
Beta (3, 3) Exponencia
|
[2,5] [°]
10, 10 0,968 0,966 0,966 10, 10 0,947 0,916 0,95
6,26 559 254,62 20,99 14,47 > 10°
(0,1%) (9,1%)
10,30 0,96 0,954 0,96 10,30 0,954 0,896 0,953
314 2,76 3,71 10,46 6,19 > 107
(4,1%)
25, 25 0,959 0,966 0,965 25, 25 0,956 0,931 0,951
1,81 2,06 2,18 6,09 413 5,48
(0,008%)
50,50 0,957 0,959 0,958 50,50 0,962 0,942 0,952
1,06 1,23 1,26 3,18 2,24 2,38
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Distribuicdi  ELTR Lso Ws,  Distribuicd ELTR Lso Weo
o o

[v] [v]

ny, Ny ny, Ny

13,47 10,45 > 10° 55,09 374 > 10°
(3,0%) (25,1%)

6,78 4,82 > 107 1871 11,14 > 10°
(0,4%) (25,7%)

4,00 3,372 3,86 10,97 6,84 > 10°
(0,4%)

2,19 19 1,99 508 31 375
(0,001%)

11,07 8,81 > 10° 59,22 46,15 > 10°
(2,0%) (23,0%)

6,06 4,24 > 10° 29,13 17,67 > 10°
(0,7%) (31,6%)

3,54 2,93 4,86 16,21 873 > 10°
(0,01%) (2,4%)

f0003%) /02%)
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Distribuica ELTR Ls, Wso Distribuica ELTR Ls W,

o o
[¥] [v]
ny Ny ny Ny
Half Normal CN(0,1, 3)
[3,9] [8,3]
10, 10 0,956 0,942 0,954 10, 10 0,977 0,965 0,979
10,41 7,89 > 107 12,64 9,52 > 107
(1,5%) (4,9%)
10, 30 0,959 0,93 0,954 10, 30 0,981 0,952 0,979
518 3,64 13,00 7,82 4,71 944,68
(0,02%) (1,1%)
25, 25 0,959 0,952 0,959 25, 25 0,982 0,972 0,981
3,01 2,62 2,88 4,63 322 3,71
50, 50 0,96 0,951 0,954 50, 50 0,983 0,972 0,978
1,69 1,54 1,59 2,64 1,83 1,91

As linhas sombreadas exibem as probabilidades de cobertura alcancadas de cada
procedimento, distribuicdo semelhante e cada combinacdo de tamanhos de amostras. A média
das larguras dos intervalos é exibida abaixo de cada probabilidade de cobertura. Se quaisquer
intervalos de uma condicdo forem infinitos, relataremos a média dos intervalos finitos e o
percentual de intervalos que foram infinitos. A curtose (y) de cada distribuicdo pai é exibida
entre colchetes.

Para distribuicGes simétricas, de cauda leve, os resultados indicam que todos os trés
métodos produzem probabilidades de cobertura similarmente conservadoras. Contudo, o
ELTR e os intervalos Lso sao mais precisos para pequenas amostras do que sao os intervalos
Ws,. Por exemplo, quando as amostras sao geradas a partir de uma distribuicao Beta com
parametros de (3, 3), as probabilidades de cobertura alcancadas para o ELTR e os intervalos
de Ls, sdao pelo menos tao exatos quanto aqueles dos intervalos de W5, mas os intervalos
de W5, sdo consistentemente mais amplos.

O ELTR e os intervalos de Wyytambém sdo um pouco conservadores para distribui¢des
simétricas, de caudas pesadas, enquanto os intervalos de Lg, sdo liberais. Os intervalos de
Lso sdo ainda mais liberais quando os experimentos sdao nao balanceados. Por exemplo,
quando amostras de tamanhos 10 e 30 sdo geradas a partir da distribuicdo Laplace, a
probabilidade de cobertura alcancada para os intervalos de Ls, € 0,919. E quando amostras
do mesmo tamanho sdo geradas de uma distribuicao-t com 5 graus de liberdade, a
probabilidade de cobertura alcancada para os intervalos de Ls, € 0,930.

Os intervalos de Ls, também sao bem liberais quando pequenas amostras sao geradas de
distribuicdes altamente assimétricas e com cauda pesada. Por exemplo, quando sao geradas
amostras a partir de uma distribuicdo lognormal, a cobertura alcancada pode ser tdo baixa
quanto 0,866. Para essas distribuicdes, o método Ws, € o menos liberal dos trés métodos.
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Contudo, muitos dos intervalos Ws, tém largura infinita. Por exemplo, quando sdo geradas
amostras a partir da distribuicdo qui-quadrado com 1 grau de liberdade (x?(1)), mais de 25%
dos intervalos W5, podem ter largura infinita. Os intervalos de ELTR sdo um pouco menos
exatos, mas consideravelmente mais estreitos e, assim, mais informativos do que os
intervalos de Ws,,.

Por fim, observamos que todos os trés procedimentos sdo adversamente afetados por
outliers. O método Ls, € o menos afetado, que pode ser esperado porque o método Lg, foi
derivado para reduzir o efeito dos outliers no teste Wy, (Pan, 1999). Quando amostras sao
geradas a partir da distribuicdo normal contaminada, CN(0,1, 3), o minimo de probabilidades
de cobertura alcancada para o ELTR e os procedimentos W5, é 0,977. Resultados adicionais
da simulacao (ndo mostrados) indicam que esses intervalos sdo aprimorados apenas
lentamente com tamanhos de amostras crescentes.

Estudo 3: Sensibilidade a suposicao de igualdade
de curtoses

Nosso estudo final investiga a sensibilidade do procedimento do ELTR a suposicao de
igualdade de curtose sob a qual ele é derivado. Examinamos o desempenho do
procedimento ELTR quando a curtose das popula¢des pai ndo sdo iguais, que é quando y; #
Y2. Também incluimos os procedimentos Lg, € W5, porque eles sdo derivados sob a
suposicao de que as populagdes pai ndo sao iguais. Essa suposicdo de similaridade € minada
quando a curtose das populagdes pai nao sao iguais. Os resultados sao apresentados na
Tabela 4.

Tabela 4 A sensibilidade do procedimento do ELTR ao nivel de confianga nominal da
suposicao de igualdade de curtose € 1 — a = 0,95

Dist. 1, Dist. ELTR Lso Wso Dist. 1, Dist. ELTR Lso W
2 2
[y 721 [v1r 721
ny, Ny ny, Ny
Beta (3, 3), Normal,
Normal CN (0,9, 3)
[2,5, 3] [3, 8,3]
10, 10 0,964 0,961 0,964 10, 10 0,955 0,948 0,951
027 023 204,50 6,88 516 > 107
(0,20%) (4,89%)
30, 10 0,946 0,939 0,946 30, 10 0,941 0,91 0,942
0,16 0,17 0,15 526 3,77 3,20
10, 30 0,966 0,956 0,967 10, 30 0,961 0,95 0,958
0,14 0,11 0,17 4,26 2,40 630,42
(1,10%)
50, 50 0,951 0,95 0,949 50, 50 0,936 0,91 0,907
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Dist. 1, Dist. ELTR Lso Wi Dist. 1, Dist. ELTR Lso Wsg

2 2
[y 721 [y 721
ny, Ny ny Ny
0,04 0,05 0,05 1,27 1,11 1,19
Normal, Half Normal,
Laplace x*(5)
[3, 6] [3,9, 5/4]
10, 10 0,941 0,935 0,947 10, 10 0,956 0,94 0,954
6,67 517 > 10° 0,42 0,32 304,41
(2,90%) (2,60%)
30, 10 0,912 0,888 0,914 30, 10 0,954 0,918 0,949
5,06 3,85 3,21 0,33 022 0,20
10, 30 0,963 0,943 0,955 10, 30 0,962 0,934 0,958
3,33 2,25 > 1P 0,23 0,15 3,28
(0,40%) (0,30%)
50, 50 0,935 0,894 0,889 50, 50 0,955 0,941 0,945
0,98 1,04 1,12 0,07 0,06 0,07
Normal, x%(5),
Half Normal Exponencial
[3, 3,9] [5,4, 9]
10, 10 0,956 0,948 0,957 10, 10 0,938 0,914 0,94
28,16 20,65 > 107 211,17 137,88 > 10°
(1,50%) (9,10%)
30, 10 0,946 0,924 0,947 30, 10 0,928 0,875 0,929
20,59 14,83 12,78 194,70 93,02 83,02
10, 30 0,961 0,946 0,962 10, 30 0,968 0,93 0,954
14,06 937 49,11 102,35 55,29 > 10°
(0,02%) (3,90%)
50, 50 0,953 0,95 0,952 50, 50 0,95 0,92 0,923
432 416 4,33 29,64 23,37 25,54

As linhas sombreadas exibem as probabilidades de cobertura alcancadas de cada
procedimento, combinagéo de distribuicées pai (Dist. 1, Dist. 2), e a combinagdo de tamanhos
de amostras.. A média das larguras dos intervalos é exibida abaixo de cada probabilidade de
cobertura. Se quaisquer intervalos de uma condicao forem infinitos, relataremos a média dos
intervalos finitos e o percentual de intervalos que foram infinitos. A curtose de cada
distribuicdo pai (v, y,) € exibida entre colchetes.
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Em geral, o desempenho do procedimento ELTR ndo parece ter sido adversamente afetado
por curtoses diferentes quando as amostras sdo suficientemente grandes. No entanto,
quando os experimentos sao desbalanceados e a menor amostra € obtida a partir da
distribuicdo de caudas mais pesadas, as probabilidades de cobertura alcangadas sao liberais.
As probabilidades de cobertura alcancadas sao melhores quando a amostra maior é gerada
da distribuicdo de caudas mais pesadas.

Quando o tamanho das amostras é suficientemente grande, geralmente os intervalos Lg, €
Ws, também parecem ser robustos a dissimilaridade das distribuicdes que resulta de
curtoses diferentes. Contudo, observe que quando as amostras sdo geradas a partir de uma
distribuicdo normal e de uma distribuicdo Laplace, ou de uma distribuicdo normal e de uma
distribuicdo normal contaminada, as probabilidades de cobertura para os intervalos de Ls, e
de W, ndo sdo estaveis, mesmo para amostras grandes tdo grandes como 50.

Os intervalos de Lg, sdo geralmente mais liberais do que o ELTR e os intervalos Ws,. Em trés
casos, as probabilidades de cobertura alcancas para os intervalos de Lg, sdo menores do que
0,90. Em contraste, apenas uma das probabilidades de cobertura alcancadas para os
intervalos de Ws, € menor do que 0,90. A menor probabilidade de cobertura alcangada para
os intervalos do ELTR € 0,912.

O estudo anterior (Tabela 3) mostra que todos os trés procedimentos produzem intervalos
que sao visivelmente mais conservadores quando ambas as amostras sao geradas a partir da
distribuicdo normal contaminada, CN(0,1, 3). O presente estudo mostra que todos os trés
procedimentos apresentam desempenho visivelmente melhor quando apenas uma amostra
é gerada a partir de CN(0,1, 3). Contudo, observe que o desempenho dos intervalos de Ls, e
de W5, parece degradar consideravelmente quando o tamanho das amostras aumenta para
50.

5. Exemplo

Nesta secao, aplicamos todos os quatro procedimentos — F, ELTR, Lgy € W5, — para um
conjunto de dados obtidos de Pan (1999). Ott (1993, pagina 352) descreve os dados da
seguinte maneira:

Um quimico em uma mina de ferro suspeita que a variancia na quantidade (peso em oncas)
de 6xido de ferro por libra de minério tende a aumentar conforme a quantidade média de
oxido de ferro por libra aumenta. Para testar esta teoria, dez espécimes de 1 libra de minério
de ferro sé@o selecionados de cada um dos dois locais, um, local 1, contendo um conteddo
médio muito mais alto de 6xido de ferro do que o outro, o local 2. As quantidades de 6xido
de ferro contidas no espécime de minério sdo mostradas a seguir:

Locall 81 74 93 75 71 87 91 79 84 88

Local2 39 44 47 36 41 339 46 35 40 42

Os ICs de 95% do a,/a, = 1/p calculado usando os quatro diferentes método sdo dados na
tabela a seguir:

Procedimento IC de 95%

F (0,262, 1,055)
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Procedimento IC de 95%
ELTR (0,277, 0,924)
Lgo (Pan) (0,295, 0,938)

Wy, (Levene/Brown-Forsythe) (0,237, 0,908)

6. Conclusao

Nossas simulagdes mostram que, em geral, os ICs baseados no procedimento de ELTR sao
tédo exatos quanto os ICs derivados de teste Ls, € Ws,. Contudo, os intervalos do ELTR e os
intervalos de Ls, s@o mais precisos do que os intervalos de W, para a maioria das
distribui¢des. Os intervalos de W5, tendem a ser mais exatos do que os intervalos de ELTR e
os intervalos de Ls, quando amostras pequenas sao geradas a partir de distribuicdes
altamente assimétricas e com cauda pesada. Contudo, essa vantagem é normalmente
compensada por uma perda notavel de precisdo. Os intervalos de W5, resultantes sao
tipicamente muito amplos e suscetiveis de ter uma largura infinita.

Conforme experimentado, os intervalos de Ls, aprimoram a precisao dos intervalos de Ws,.
Para populagdes assimétricas contudo, os intervalos de Lg, sdo tdo curtos que eles
produzem probabilidades de cobertura excessivamente liberais. Em contraste, os intervalos
de ELTR sdo mais estaveis em geral. Os intervalos de ELTR ndo sdo, normalmente, muito
longos ou muito curtos, portanto, as probabilidades de cobertura sdo normalmente nem
muito conservadoras nem muito liberais. Portanto, o procedimento de ELTR parece ser o
melhor procedimento para os fins mais praticos.

Os intervalos de ELTR sdo um pouco mais trabalhosos de calcular do que os intervalos
baseados no teste de Lg, ou no teste de Ws,. Em geral, contudo, a precisdo aumentada
(comparada aos intervalos de W;,) e a precisdo aumentada (comparada aos intervalos de
Lso) mais do que compensam o esforco computacional extra. O procedimento de ELTR foi
implementado como parte da andlise Variancia de duas amostras na Versao 17 do Minitab
Statistical Software, na qual ela é referida como procedimento de Bonett.

Para pesquisa futura, pode-se considerar investigar as propriedades para pequenas amostras
do teste de Layard em experimentos de multiplas amostras quando o estimador de curtose
combinada de Layard é substituido pela versdao mais robusta de Bonett, dada como

i 4 k
T Y (Y - my) z"
- . 272 ‘
[Zi-‘Z}‘;l(K-j —m;) ] i=1
onde m; é a média aparada da amostra i, com a proporc¢io da apara 1/[2(n; — 4)Y/?] e i =
1,... k.

Além disso, pode ser benéfico usar a aproximacdo de Shoemaker da variancia assintotica da
variancia amostral transformada por log.

Por fim, observamos que os intervalos propostos por Bonett (2006), apesar de ndo adequado
como ICs, ndo deixam de ser notavelmente exatos e precisos para a maioria das
distribui¢des, quando interpretados como regides de aceitacao para o teste da igualdade de
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duas variancias. Essas regides de aceitagdo sao bem adequadas para servir como base para
um procedimento grafico para comparacao de multiplas variancias. Hochberg, Weiss e Hart
(1982) propuseram um procedimento similar para teste da igualdade de médias. Tal
procedimento foi implementado como parte da analise do Teste de Igualdade de Variancias
na Versao 17 do Minitab Statistical Software, nana qual ele é referido como procedimento de
Comparacdes Mdltiplas.

7. Apéndices

Apéndice A: Prova do Resultado 1

Usando as notag¢des e suposicdes da Secao 2, seja X; = pY,; para um dado p = g /0,. Entdo

Var(X;) = p?Var(Yy;) = p?0 = of = Var(¥y;)

4
E (X — ;) ok, = p* EQloy — 12 )/(0* 03 ) = E(Yp; — 2 ) /0f =y

Uma vez que E(Ylj — u1)4/af = y por suposicao, segue que as populacdes pai das duas
amostras Y; j e X; = pY,jtém a mesma variancia oZ e a mesma curtose y. Por Layard (1973),
um estimador de curtose combinada consistente de y com base nas duas amostras Y;; e X; é
dado como

_ 4 —\4
Z;‘lil(ylj - Yl) + Z;'lil(xj B X)
[(ny — ST + (n, — 1SZ]?
— \4 = \4
Z?il(yu - Yl) +p* 2;21(1/21' - YZ)
[(ny — 1)512 + p2(n, — 1)522]2

7' = +ny)

= (ny +ny)

= yp(p)
conforme necessario.

Apéndice B: Prova de resultado 2

NOs ja estabelecemos que uma confianga percentual de (1 — a)100 aproximada definida
para p = 0, /0, com base em T, é dada por

ve(p) —ky  Vp(p) — ks
(2 POk

o € ©.):np? —in(ep?))? - 22y (T T

O estimador de curtose combinada pode ser expresso em termos dos estimadores da
curtose das amostras individuais, que sdo dadas por
. 4
. Z;'l;l(yij -my)
Yi=n; 22 ,l=1,2
[(n; — 1)S?]

Mais especificamente, se fizermos t = p/p, entdo
n 4 n 4 ~ ~
Zji1(ylj -my) +p* Zjil(YZJ' —my) = (ny +n )Vl K2/ny + 7, t*/n,
[(n, — 1SE + p?(n, — 1)S3]? v (K + t2)?

7p(p) = (ng +ny)
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Consequentemente, o termo de erro padrdao quadratico pode ser expresso como

y -k 7 -k 71 K?/ny + 7, t*/n
7e(p) 1+VP(P) z_AV1 /n + 7, /z_B

n—1 n,—1 (K + t2)2
onde
() +np—2) 0k k;
A= ,B = +
(n— D, —1) -1 n;—1

Assim, se permitimos 2 = p?/(cp?), entdo, vé-se facilmente que
7p(p) — ky n 7e(p) — kz)

2 _ A2\\2 _ 2
(Inp* —1In(cp))* — 25/, ( -1 n,—1

Pi K% /ng + 9, c?r*/n
=(lnr2)2—zé/2<AY1 /1 )/2 /2_B>

(K+cr?)?
Disso resulta que uma confianca percentual aproximada de (1 — a)100 definida para p =
01/0, com base em T, pode ser dada como

pVc {r € (0,00): H(r*) < 0}

ou equivalentemente, a confianca definida para p? = ¢ /02 pode ser expressa como
cp? {r € (0,00): H(r) < 0}

onde

H(x) = (Inx)? — Zé/zsez(cx),x >0

71 K?/ny + 7, x*/ny _

se?(x)=A K 122

B

Apéndice C: Prova de resultado 3

E facilmente verificado que H(x) é continuo na reta real positiva, com H(0) = H(4) = +oo
e H(1) < 0. Pelo teorema dos valores intermediarios, a funcao H(x) admite pelo menos uma
raiz no intervalo de (0, 1) e pelo menos uma raiz no intervalo de (0, +). Assim, se a fungao
de H(x) tiver exatamente duas raizes, entdo uma raiz esta abaixo de 1 e a outra esta acima
de 1. Uma vez que esta fungdo abre-se para cima, a desigualdade de H(r) < 0 € satisfeita se
r situa-se entre as raizes. Essas raizes definem os pontos de extremidade do IC de p?/(cp?).
Assim, se permitirmos que x; < 1 < xy seja as duas raizes, entdo, pelo Resultado 2, o limite
de confianca inferior da razdo das variancias, p?, é calculado como cp?x,, e o limite de
confiancga inferior da razdo do desvio padrao é obtido como py/cx; . Similarmente, o limite
de confianca superior da razdo das variancias é cp?xy e o limite de confianca superior da
razdo dos desvios padrdo é de p/cxy .

Por outro lado, se a funcao H(x) tiver mais de duas raizes, a desigualdade de H(r) < 0 é
satisfeita se r situa-se entre raizes consecutivas, nas quais a funcao se abre para cima. Assim,
a confianca definida é uma unido de intervalos ndo sobrepostos.
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