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개요 

당사는 Bonett(2006)방법으로 구한 두 표준 편차 비율의 신뢰 구간(CI)에 있는 작은 오류를 

정정하기 위한 대체 방법을 제안합니다. Bonett 구간의 기초인 Layard(1973)의 검정 

통계량에 대한 합동 첨도 추정치는 모 분산이 같을 때만 일치성을 갖습니다. 당사는 모 

분산이 같을 때와 같지 않을 때에 모두 일치성을 가지는 대체 추정량을 도출하고 새 

추정량을 사용하여 올바른 CI를 계산합니다. 시뮬레이션 연구에서는 새 CI가 일반적으로 

Levene/Browne-Forsythe 검정 𝑊50과 Pan(1999)의 검정 𝐿50에 기초한 CI보다 더 

정확하고 정밀한 것으로 나타났습니다. 당사는 Pan과 마찬가지로 검정 𝑊50에 기초한 CI가 

표본이 작을 때 정밀성 손실을 보임으로 인해 종종 구간의 너비가 무한하게 된다는 사실을 

관측했습니다. 검정 𝐿50에 기초한 CI는 대칭 및 근대칭 분포에서 효과적이지만, 모집단이 

치우쳤을 때는 효과적이지 않습니다. 

색인 용어: 분산의 동질성, Levene의 검정, Brown-Forsythe 검정, Layard의 검정, 분산 
비율에 대한 신뢰 구간(CI) 

1. 소개 
널리 알려져 있는 기존 F 검정의 신뢰 구간(CI)은 정규성 이탈에 매우 민감합니다. 사실, 

기존 F 검정은 너무 민감해서 실제 적용하기에는 거의 적합하지 않습니다. 이런 이유로 많은 

이들이 더 로버스트한 대안을 제안했습니다. 이 중에 "검정 W50"이라는 검정은 제1종 오류 

속성이 매우 우수하면서도, 계산이 간단하고, 해석하기 쉽기 때문에 선호되는 경우가 

많습니다. (비교 분석에 대해서는 Conover 외 (1981), Balakrishnan & Ma(1990), Lim & 

Loh(1996)를 참조하십시오.) 검정 𝑊50은 Levene(1960)이 처음 제안하고, 그 이후 

Brown과 Forsythe(1974)이 개선시킨 방법에 기초한 것입니다. 검정 𝑊50은 널리 채택되어 

왔으며, Minitab Statistical Software, SAS, R 및 JMP 같은 유명 통계 소프트웨어 

패키지에서 제공됩니다.  

검정 𝑊50의 제2종 오류 속성은 제1종 오류 속성보다 약간 덜 두드러집니다. Pan(1999)에 

따르면, 정규 분포를 포함한 일부 분포의 경우 검정 𝑊50의 2-표본 문제에 대한 검정력 

상한은 1에 훨씬 못 미칩니다. 그리고 이 상한은 모분산 간의 차이가 어느 정도인 지에 



BONETT 방법 2 

영향을 받지 않습니다. 이 문제는 자연히 검정 𝑊50에 기초한 CI까지 확대됩니다. Pan에 

따르면, 검정 𝑊50에 기초한 모 분산의 비율에 대한 CI가 무한(0, +∞)하기 때문에 유용하지 

않을 가능성이 적지 않게 존재합니다. Pan의 관찰 결과는 본 문서의 뒷부분에 보고된 

시뮬레이션 결과와 일치합니다. 

Pan은 𝑊50 방법의 문제를 해결하기 위한 𝐿50이라는 대체 방법을 제안합니다. 시뮬레이션 

결과를 토대로, Pan은 검정 𝐿50이 검정 𝑊50보다 더 강력하면서도 두 검정이 똑같이 

로버스트하고 똑같이 바람직한 점근 속성을 갖고 있다는 결론을 내립니다. 그러나 Pan의 

시뮬레이션에 사용된 표본은 대칭 분포 또는 꼬리가 두껍거나 얇은 약간 치우친 분포에서 

추출되었습니다. 소규모 표본을 사용한 경우 왜도가 𝐿50 검정의 성능에 미칠 수 있는 

잠재적인 영향에 대한 구체적인 설명은 없습니다. 

Pan은 𝐿50 방법이 수정된 Fligner-Killeen 순위 검정과 Hall-Padmanabhan 대응 검정 등과 

같이 매우 로버스트한 다른 방법들만큼 강력하다고 주장하기도 합니다. 그러나 실제로는 

Fligner-Killeen 순위 검정과 Hall-Padmanabhan 대응 검정은 힘든 연산을 많이 요구하기 

때문에 𝐿50 및 𝑊50 검정보다 유용성이 다소 떨어집니다.  

최근에 Bonett(2006)은 CI를 구하는 새로운 방법을 제안했는데, Layard(1973) 분산 

동질성 검정의 2-표본 버전에 기초한 것입니다. Bonett 은 Layard 방법의 소표본 성능을 

개선하기 위해 몇 가지를 조정합니다. 예를 들어, Bonett은 Layard의 방법과 점근적으로 

동등하지만 소표본 치우침을 덜 나타내는 합동 첨도 추정량을 제안합니다.  

그러나 Layard의 기본 합동 첨도 추정량과 Bonett이 제안한 대체 추정량 모두 모분산이 

같지 않은 경우 일치성을 갖지 않습니다. 따라서 Bonett(2006)이 제안한 구간은 CI가 

아니라 등분산 검정의 합격 구간이라고 하는 것이 더 적절합니다. 그러므로, 

Bonett(2006)에서 보고된 모의 포함 확률을 1에서 빼면 등분산 검정의 제1종 오류율이 

얻어집니다. 이렇게 구한 제1종 오류율과 Layard의 기본 검정의 제1종 오류율을 비교하면, 

Bonett의 조정이 소표본에 대한 Layard 검정의 성능을 개선하는 것을 확인할 수 있습니다. 

그러나 Bonett에 의해 제안된 분산 비율은 다시 검토해야 합니다. 

또한 Bonett은 제안된 구간을 Shoemaker(2003)의 근사 F 검정에 기초한 CI에도 

비교합니다. 그러나 Shoemaker의 검정과 연관된 분산 비율의 CI도 (Shoemaker의 논문 

106페이지에 간략히 설명되어 있는 것과 같이) Layard의 합동 첨도 추정량에 기초합니다. 

그러므로 Shoemaker의 논문 7장에 계산되어 있는 CI도 등분산 검정의 합격 구간이라고 

설명하는 것이 가장 적절합니다. 이 같은 오류에도 불구하고, Bonett의 시뮬레이션 

결과에서는 그의 조정에 의해 Layard 등분산 검정의 소표본 성능이 개선되었고 조정 후에 

도출된 등분산 검정의 성능이 Shoemaker의 검정보다 낫다고 결론지을 수 있습니다. 

본 문서에서는 Layard 검정의 2-표본 형식을 확장하여 분산 또는 표준 편차의 비율에 대한 

귀무 가설을 검정함으로써 Bonett(2006)의 오류를 정정합니다. 이를 위해, 당사는 모든 

주어진 가설 비율에 대해 일치성을 갖는 합동 첨도 추정량을 제안합니다. 다음, 검정 

통계량을 뒤집어서 비율에 대한 CI를 구합니다. 마지막으로, 소표본 설계에서 새 CI의 

로버스트성 속성을 평가하기 위한 시뮬레이션 연구를 실시합니다. 또한 소표본일 때, 새 

CI의 성능을 기존 F 검정, 검정 𝑊50 및 검정 𝐿50에 대한 CI의 성능과 비교합니다. 

2. Layard 검정과 몇 가지 확장 
𝑌𝑖1, … , 𝑌𝑖𝑛𝑖 , … , 𝑌𝑘1, … , 𝑌𝑘𝑛𝑘는 𝑘 개의 독립 표본이고, 각 표본은 독립적이고 평균이 𝐸(𝑌𝑖𝑗) =

𝜇𝑖고 분산이 Var(𝑌𝑖𝑗) = 𝜎𝑖
2 > 0인 동일한 분포를 따릅니다. 또한 표본이 공통 첨도가  𝛾 =
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𝐸(𝑌 − 𝜇)4 𝜎4⁄ <∞인 모집단에서 추출되었다고 가정합니다. Layard는 𝛾𝑒 = 𝛾 − 3 이상의 

첨도를 사용합니다. 

𝑌̅𝑖와 𝑆𝑖는 각각 표본 𝑖의 평균과 표준 편차입니다. 또한 𝜏2 = 2 + (1 − 1 𝑛̅⁄ )𝛾𝑒 = 2 +

(1 − 1 𝑛̅⁄ )(𝛾 − 3)입니다. 여기서 𝑛̅ = ∑𝑛𝑖/𝑘입니다. Layard(1973)에 나타나 있는 것처럼, 

대표본에 대해 𝜏2 ≅ Var((𝑛𝑖 − 1)
1/2 ln 𝑆𝑖

2)입니다. 

등분산 귀무 가설을 검정하기 위해 Layard는 성분 𝑍𝑖 = (𝑛𝑖 − 1)
1/2 ln 𝑆𝑖

2 /𝜏가 귀무 가설 

하에서 표준 정규 분포에 근사하는 분포를 보이는 벡터에 대해 직교 변환을 수행합니다. 그 

다음에, 직교 변환의 거리 보존 속성을 이용하여 검정 통계량 𝑆 ′(아래 참조)의 분포는 등분산 

귀무 가설 하에서 자유도가 𝑘 − 1인 카이 제곱 분포를 따르는 점근 분포를 나타냄을 

입증합니다.  

𝑆 ′ =∑(𝑛𝑖 − 1)(ln 𝑆𝑖
2 −

∑ (𝑛𝑖 − 1) ln 𝑆𝑖
2𝑘

𝑖=1

∑ (𝑛𝑖 − 1)
𝑘
𝑖=1

)

2𝑘

𝑖=1

/𝜏2 

일반적으로, 𝑍𝑖 = (𝑛𝑖 − 1)
1

2(ln 𝑆𝑖
2 − ln 𝜎𝑖

2)/𝜏의 분포는 표준 정규 분포에 근사합니다. 

그러므로 Layard의 기법을 적용하여 보다 일반화된 검정 통계량인 𝑇𝑘
′
를 도출할 수 

있습니다. 

𝑇𝑘
′
=∑(𝑛𝑖 − 1)

(ln 𝑆𝑖
2 − ln 𝜎𝑖

2)
2

𝜏2

𝑘

𝑖=1

−

(

 ∑(𝑛𝑖 − 1)

𝑘

𝑖=1

ln 𝑆𝑖
2 − ln 𝜎𝑖

2

𝜏√∑ (𝑛𝑖 − 1)
𝑘
𝑖=1 )

 

2

 

𝑇𝑘
′
의 분포는 귀무 가설과 대립 가설 하에서 모두 자유도가 𝑘 − 1인 카이 제곱 분포에 

근사합니다.  

𝑇𝑘
′
의 식은 𝑆 ′의 식과 더 유사하게 표현할 수 있습니다. 제곱 항을 이중 합으로 표현하고 몇 

가지 대수 연산을 수행하면 다음이 얻어집니다. 

𝑇𝑘
′
=∑(𝑛𝑖 − 1)(ln 𝑆𝑖

2 − ln𝜎𝑖
2 −

∑ (𝑛𝑖 − 1) (ln 𝑆𝑖
2 − ln𝜎𝑖

2)𝑘
𝑖=1

∑ (𝑛𝑖 − 1)
𝑘
𝑖=1

)

2𝑘

𝑖=1

/𝜏2 

모든 분산이 같으면 𝑇𝑘
′
= 𝑆 ′입니다. 그러므로 𝑆 ′와 𝑇𝑘

′
는 등분산 귀무 가설을 검정할 때 같은 

검정 통계량입니다. 그러나 𝑇𝑘
′
를 더 일반적으로 사용하여 분산의 함수로 표현되는 모든 

가설을 검정할 수도 있습니다. 예를 들어 𝑇𝑘
′
를 사용하여 모든 주어진 𝜎0𝑖 > 0, 𝑖 = 1,… , 𝑘에 

대해 𝐻0: 𝜎𝑖 = 𝜎0𝑖 형식의 귀무 가설을 검정할 수 있습니다. 

𝜏2 = 2 + (1 − 1 𝑛̅⁄ )(𝛾 − 3)은 알 수 없기 때문에 𝑆 ′ 또는 𝑇𝑘
′
에 기초한 검정에서는 모집단의 

공통 첨도 𝛾에 대한 추정량이 필요합니다. 예를 들어 등분산 귀무 가설을 검정하기 위해 

Layard는 다음과 같은 공통 첨도 합동 추정량을 제안합니다. 

𝛾 =
∑ ∑ (𝑌𝑖𝑗 − 𝑌̅𝑖)

4𝑛𝑖
𝑗=1

𝑘
𝑖=1

[∑ ∑ (𝑌𝑖𝑗 − 𝑌̅𝑖)
2𝑛𝑖

𝑗=1
𝑘
𝑖 ]

2∑𝑛𝑖

𝑘

𝑖=1

 

그러나 Layard는 분산이 같지 않을 때 공통 첨도의 추정량 𝛾이 일치성을 갖지 않을 수 

있다고 지적합니다. 
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특히 2-표본 설계의 경우에는 귀무 가설 𝐻0: 𝜎1/𝜎2 = 𝜌0을 주어진 가설 비율 𝜌0 > 0에 대해 

검정하여 표준 편차 간의 차이가 얼마나 큰 지를 평가할 수 있습니다. 그러나 표준 편차 

비율에 대한 CI를 계산하여 해당 차이를 더 직접적으로 평가할 수 있습니다. 

𝜌0 = 1이면 귀무 가설이 분산의 동질성 가설과 동일합니다. 그러므로 Layard의 첨도 

추정량의 2-표본 버전을 𝜏2 = 2 + (1 − 1 𝑛̅⁄ )(𝛾 − 3) 식의 𝛾로 대체하여 𝜏̂2을 구한 후에 

검정을 𝑇2
′
= 𝑆 ′에 기초하여 수행할 수 있습니다.  

그러나 𝜌0 ≠ 1이면 검정을 𝑆 ′가 아닌 𝑇2
′
에 기초하여 수행해야 합니다. 또한 𝜌0 ≠ 1이면 

Layard의 합동 첨도 추정량이 일치성을 갖지 않을 수 있으므로 모집단의 공통 첨도를 

추정하는 데 사용할 수 없습니다. 그러므로 모든 가설 비율 𝜌0 > 0에 대해 일치성을 갖는 

대체 합동 첨도 추정량이 필요합니다.  

다음에는 해당 추정량을 도출합니다. 추정량은 𝜌0의 함수이기 때문에 𝛾𝑃(𝜌0)로 나타냅니다. 

검정 통계량 𝑇2 = 𝜏
2𝑇2

′
/𝜏̂2도 정의합니다. 여기서 𝜏̂2 = 2 + (1 − 1 𝑛̅⁄ )(𝛾𝑃(𝜌0) − 3)입니다. 

Slutzky의 정리에 의해 𝑇2는 자유도가 1인 카이 제곱 분포를 근사적으로 따릅니다. 

마지막으로, 𝑇2를 뒤집어서 𝜌 = 𝜎1/𝜎2에 대한 CI를 구합니다. 

3. 표준 편차 비율의 CI 
앞에서는 분산 또는 표준 편차의 비율로 표현되는 귀무 가설을 검정할 때 대체 첨도 

추정량이 필요한 이유에 대해 자세히 설명했습니다. 이어지는 결과에서는 해당 추정량을 

제시합니다. 

결과 1 

주어진 𝜌 = 𝜎1/𝜎2 > 0에 대해, 2-표본 모형에서 공통 모집단 첨도의 합동 첨도 일치 

추정량은 다음과 같이 나타낼 수 있습니다. 

𝛾𝑃(𝜌) = (𝑛1 + 𝑛2)
∑ (𝑌1𝑗 − 𝑌̅1)

4𝑛1
𝑗=1 + 𝜌4∑ (𝑌2𝑗 − 𝑌̅2)

4𝑛2
𝑗=1

[(𝑛1 − 1)𝑆1
2 + 𝜌2(𝑛2 − 1)𝑆2

2]2
 

이 결과의 증명은 부록 A에 나와 있습니다. 

예상대로, 𝜎1/𝜎2  = 1이면 표준 편차(또는 분산)가 같음을 의미하므로 𝛾𝑃(1)은 Layard의 

합동 첨도 추정량 𝛾와 같습니다.  

일반화된 통계량 𝑇𝑘
′
의 2-표본 버전인 통계량 𝑇2

′
은 다음 식으로 표현됩니다. 

𝑇2
′
=

(ln 𝜌̂2 − ln𝜌2)2

(
1

𝑛1 − 1
+

1
𝑛2 − 1

) 𝜏2
 

여기서 𝜌̂ = 𝑆1/𝑆2, 𝜌 = 𝜎1/𝜎2, 그리고 𝜏2 = 2 + (1 − 1 𝑛̅⁄ )𝛾̂𝑒 = 2 + (1 − 1 𝑛̅⁄ )(𝛾 − 3)입니다. 

Layard(1973)에 나와 있는 것처럼, 대표본에서 𝜏2 ≅ Var((𝑛𝑖 − 1)
1/2 ln 𝑆𝑖

2)입니다. 

Bonett(2006)에서는 Shoemaker(2003)에서도 사용된 대체 근사 Var((𝑛𝑖 − 1)
1/2 ln 𝑆𝑖

2) ≅

𝛾 − (𝑛𝑖 − 3)/𝑛𝑖를 사용합니다. 대표본에서 이 두 가지 근사는 동등합니다. 그러나 

Shoemaker는 그의 등분산 검정을 소표본에서 사용할 때 후자의 근사가 유익하다고 

보고합니다. 이 조정을 사용하여 통계량 𝑇2
′
를 다음과 같이 수정할 수 있습니다. 
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𝑇2
′
=
(ln 𝜌̂2 − ln𝜌2)2

𝛾 − 𝑔1
𝑛1 − 1

+
𝛾 − 𝑔2
𝑛2 − 1

 

여기서 𝑔𝑖 = (𝑛𝑖 − 3)/𝑛𝑖입니다. 

따라서 귀무 가설 𝐻0: 𝜌 = 𝜌0의 검정을 위한 검정 통계 𝑇2 = 𝜏
2𝑇2

′
/𝜏̂2는 다음 식으로 

표현됩니다. 

𝑇2 =
(ln 𝜌̂2 − ln 𝜌0

2)2

𝛾𝑃(𝜌0) − 𝑔1
𝑛1 − 1

+
𝛾𝑃(𝜌0) − 𝑔2
𝑛2 − 1

 

이 𝑇2 식에서는 분모의 제곱근이 합동 첨도에 대한 표준 오차의 대표본 추정치라고 생각할 

수 있습니다. 

나아가 𝛾𝑃(1) ≡ 𝛾 식에서 Bonett(2006)은 절사 비율이 1/[2(𝑛𝑖 − 4)
1/2]인 절삭된 표본 

평균을 사용합니다. 이에 따라 합동 첨도 추정량에 동일한 조정을 적용합니다. 

𝛾𝑃(𝜌) = (𝑛1 + 𝑛2)
∑ (𝑌1𝑗 −𝑚1)

4𝑛1
𝑗=1 + 𝜌4∑ (𝑌2𝑗 −𝑚2)

4𝑛2
𝑗=1

[(𝑛1 − 1)𝑆1
2 + 𝜌2(𝑛2 − 1)𝑆2

2]2
 

여기서 𝑚𝑖는 절사 비율이 1/[2(𝑛𝑖 − 4)
1/2]인 표본 𝑖의 절사 평균입니다. 절사 평균 𝑚𝑖는 

모평균 𝜇𝑖의 일치 추정량이므로 이 합동 첨도 추정량 버전과 이전 버전은 점근적으로 

동일합니다. 그러나 이 대체 버전은 𝑇2에 기초한 검정의 소표본 성능을 개선할 수 있습니다. 

이제 검정 통계량 𝑇2을 뒤집어서 분산 또는 표준 편차의 비율에 대한 근사 CI를 도출할 수 

있습니다. 그러나 우선 표준 편차의 비율에 대한 Bonett(2006) CI를 도출하는 데 수반된 

오류에 대해 간략히 설명합니다. 

3.1 Bonett 구간 
𝑇2를 뒤집어서 CI를 구하는 대신, Bonett(2006)은 다음 통계량을 역으로 바꿉니다. 

𝑇 =
(ln 𝜌̂2 − ln𝜌2)2

𝛾𝑃(1) − 𝑔1
𝑛1 − 1

+
𝛾𝑃(1) − 𝑔2
𝑛2 − 1

 

따라서 그 결과로 얻어지는 구간은 단순히 등분산 검정의 합격 영역에 불과합니다. 그 

이유는 합동 첨도 추정량 𝜌̂𝑃(1)이 분산이 같거나 가설 비율이 1일 때만 일치성을 가지기 

때문입니다. 그 결과로 얻어지는 구간은 Bonett(2006)에서 다음과 같이 보고되었습니다. 

exp[ln(𝑐 𝑆1
2/𝑆2

2) ± 𝑧𝛼/2𝑠𝑒] 

여기서, 

𝑠𝑒2 =
𝛾(1) − 𝑔1
𝑛1 − 1

+
𝛾(1) − 𝑔2
𝑛2 − 1

 

상수 𝑐는 불균형 설계에서 비등 꼬리 오차 확률의 영향을 완화하기 위한 소규모 표본 

조정으로서 포함됩니다. 이 상수는 다음 식으로 표현됩니다. 

𝑐 =
𝑛1

𝑛1 − 𝑧𝛼/2

𝑛2 − 𝑧𝛼/2

𝑛2
 

상수는 설계가 균형일 때 없어지고, 상수의 영향은 표본 크기가 증가함에 따라 무시할 만한 

수준으로 감소합니다. 
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표 1에는 위 구간을 CI으로 잘못 해석할 때 초래되는 결과가 나와 있습니다. 해당 결과는 

Bonett(2006)의 구간을 토대로 모의 포함 확률을 계산하는 소규모 시뮬레이션 연구에 

기초한 것입니다. 등분산의 경우(왼쪽 열), 표준 정규 분포에서 독립 표본 2개를 추출합니다. 

이분산의 경우(오른쪽 열), 두 번째 표본의 관측치를 일정하게 4배로 확대합니다. 추정 포함 

확률은 100,000 반복실험 기준입니다. 목표 명목 포함 확률은 0.95입니다. 

표 1 서로 다른 모 분산이 Bonett(2006)의 CI에 미치는 영향(𝛼 = 0.05) 

𝒏𝟏, 𝒏𝟐 

모의 포함 확률 

등분산 이분산 

10, 10 0.963 0.972 

50, 50 0.952 0.991 

100, 100 0.952 0.994 

구간이 일정한 합동 첨도 일치 추정량에 기초한 경우, 두 경우의 포함 확률이 동일하다고 

예상할 수 있습니다. 그러나 분산이 같지 않을 때는 구간이 일관되게 더 보수적이라는 점에 

주목하십시오. 나아가 표본 크기가 커질수록 포함 확률이 1에 근접합니다. 

Shoemaker(2003)의 근사 CI를 사용할 때도 유사한 결과가 얻어집니다. 

3.2 CI 계산 
앞에서 주어진 검정 통계량 𝑇2에 기초하여 𝜌 = 𝜎1/𝜎2 고 𝜌0 > 0일 때 귀무 가설 𝐻0: 𝜌 = 𝜌0을 

대립 가설 𝐻𝐴: 𝜌 ≠ 𝜌0에 대해 검정하는 문제에 대해 생각해 보십시오. 귀무 가설 하에서, 

검정 통계량 

𝑇2 =
(ln 𝜌̂2 − ln 𝜌0

2)2

𝛾𝑃(𝜌0) − 𝑔1
𝑛1 − 1

+
𝛾𝑃(𝜌0) − 𝑔2
𝑛2 − 1

 

은 자유도가 1인 카이 제곱 분포를 근사적으로 따릅니다. 따라서 검정은 다음과 같은 

경우에만 귀무 가설을 𝛼 유의 수준에서 기각합니다. 

(ln 𝜌̂2 − ln𝜌0
2)2 > 𝑧𝛼/2

2 (
𝛾𝑃(𝜌0) − 𝑔1
𝑛1 − 1

+
𝛾𝑃(𝜌0) − 𝑔2
𝑛2 − 1

) 

여기서 𝑧𝛼는 표준 정규 분포의 상위 𝛼 × 100번째 백분위수를 나타냅니다. 자유도가 1인 카이 

제곱 분포의 𝛼 × 100번째 상위 백분위수 𝜒1,𝛼
2 는 다음 조건을 충족합니다. 𝜒1,𝛼

2 = 𝑧𝛼/2
2 . 

Bonett(2006)의 시뮬레이션 결과는 불균형 설계에서 비등 꼬리 오차 확률의 영향을 줄이기 

위한 소규모 표본 조정이 효과적이었음을 보여줍니다. 따라서 𝑇2에 기초한 검정에 유사한 

조정을 적용합니다. 이 조정을 적용하면 검정에서 다음과 같은 경우에만 귀무 가설이 

기각됩니다. 

(ln 𝜌0
2 − ln(𝑐𝜌̂2))2 > 𝑧𝛼/2

2 (
𝛾̂𝑃(𝜌0) − 𝑔1
𝑛1 − 1

+
𝛾𝑃(𝜌0) − 𝑔2
𝑛2 − 1

) 

여기서 𝑐는 다음 식으로 표현되는 Bonett의 조정 상수입니다. 

𝑐 =
𝑛1

𝑛1 − 𝑧𝛼/2

𝑛2 − 𝑧𝛼/2

𝑛2
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마찬가지로, 𝑇2에 기초하여 𝜌 = 𝜎1/𝜎2에 대해 설정한 근사 (1 − 𝛼)100 퍼센트 신뢰 구간은 

다음 식으로 계산됩니다. 

{𝜌 ∈ (0,∞): (ln 𝜌2 − ln(𝑐𝜌̂2))2 − 𝑧𝛼/2
2 (

𝛾𝑃(𝜌) − 𝑔1
𝑛1 − 1

+
𝛾𝑃(𝜌) − 𝑔2
𝑛2 − 1

) ≤ 0} 

𝑐는 균형 설계에서 어떤 영향도 미치지 않고 대표본 불균형 설계에서만 미미한 영향이 

있습니다. 

다음 결과에서는 신뢰 구간의 대체 식을 신뢰도의 특성을 설명하는 데 편리한 형식으로 

제공합니다. 이 식에서 합동 첨도 추정량은 다음 식으로 표현되는 개별 표본 첨도에 

기초하여 다시 작성됩니다. 

𝛾𝑖 = 𝑛𝑖
∑ (𝑌𝑖𝑗 −𝑚𝑖)

4𝑛𝑖
𝑗=1

[(𝑛𝑖 − 1)𝑆𝑖
2]
2 , 𝑖 = 1,2 

결과 2 

 𝑇2에 기초하여 𝜌 = 𝜎1/𝜎2에 대해 설정한 근사 (1 − 𝛼)100 퍼센트 신뢰 구간은 다음 식으로 

표현할 수 있습니다. 

𝜌̂√𝑐 {𝑟 ∈ (0,∞): 𝐻(𝑟2) ≤ 0} 

또는 이와 동등하게 𝜌2 = 𝜎1
2/𝜎2

2에 대한 신뢰 구간을 다음과 같이 표현할 수 있습니다. 

𝑐𝜌̂2 {𝑟 ∈ (0,∞):𝐻(𝑟) ≤ 0} 

여기서,  

𝐻(𝑥) = (ln 𝑥)2 − 𝑧𝛼/2
2 𝑠𝑒2(𝑐𝑥), 𝑥 > 0 

𝑠𝑒2(𝑥) = 𝐴
𝛾1 𝐾

2/𝑛1 + 𝛾2 𝑥
2/𝑛2

(𝐾 + 𝑥)2
− 𝐵 

𝐴 =
(𝑛1 + 𝑛2)(𝑛1 + 𝑛2 − 2)

(𝑛1 − 1)(𝑛2 − 1)
, 𝐵 =

𝑔1
𝑛1 − 1

+
𝑔2

𝑛2 − 1
,𝐾 =

𝑛1 − 1

𝑛2 − 1
 

이 결과의 증명은 부록 B를 참조하십시오. 

함수 𝐻(𝑥)가 양의 실선으로 연속적이고 𝐻(0) = 𝐻(+∞) = +∞고 𝐻(1) < 0임은 쉽게 

확인됩니다. 그러므로 중간 값 정리에 의해 함수 𝐻(𝑥)는 구간 (0, 1)과 구간 (0,+∞)에서 

각각 근을 하나 이상 받아들입니다.  

다음 결과에서는 신뢰 구간을 하나의 구간이나 분리 구간의 합집합으로 설명합니다. 

결과 3 

함수 𝐻(𝑥)에 정확히 2개의 근 𝑥𝐿 및 𝑥𝑈가 있으면 0 < 𝑥𝐿 < 1 < 𝑥𝑈이며, 𝜌2 = 𝜎1
2/𝜎2

2에 대한 

신뢰 구간은 다음과 같습니다. 

[𝑐𝜌̂2𝑥𝐿, 𝑐𝜌̂
2𝑥𝑈] 

따라서 𝜌 = 𝜎1/𝜎2에 대한 CI는 다음 구간입니다. 

[𝜌̂√𝑐𝑥𝐿 , 𝜌̂√𝑐𝑥𝑈] 

반면에 함수 𝐻(𝑥)에 근이 2개보다 많으면 𝜌2 = 𝜎1
2/𝜎2

2에 대한 신뢰 구간은 겹치지 않는 

구간의 합집합입니다. 각 구간의 끝점은 함수가 위쪽으로 열리는 연속적인 근입니다. 

이 결과의 증명은 부록 C를 참조하십시오. 
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설명 

함수 𝐻(𝑥)가 2개 이상의 근을 가지는 것도 수학적으로 가능하지만, 표본 하나 이상이 너무 

작거나 심하게 불균형인 극도로 비정상적이고 실용적으로 무의미한 설계에서만 가능한 

것으로 관측되었습니다. 𝐻(𝑥)에는 근이 2개 또는 4개라고 추측됩니다. 

다음 예는 함수 𝐻(𝑥)에 근이 3개 이상 있도록 조작된 데이터에 기초하고 있습니다. 

데이터는 다음과 같이 요약됩니다 𝑛1 = 169,  𝑛2 = 7,  𝑆1 = 301.855,  𝑆2 = 4606.170,  𝛾1 =

1.877,  𝛾2 = 6.761,  𝑐 = 0.728,  𝐴 = 30.381,  𝐵 = 0.101  및  𝐾 = 28.000. 

𝛼 = 0.05일 때 함수 𝐻(𝑥)는 다음과 같이 표현됩니다. 

𝐻(𝑥) = (ln 𝑥)2−1.9602 (30.381
1.877 × 282/169 + 6.761 × (.728𝑥)2/7

(28.000 + 0.728𝑥)2
− 0.101) 

이 경우에 함수 𝐻(𝑥)에는 근이 4개입니다. 아래에는 함수의 그래프가 나와 있습니다. 네 

번째 근은 너무 크기 때문에 그래프에 표시되지 않았습니다. 그러나 𝐻(+∞) = +∞기 때문에 

네 번째 근이 존재함을 알 수 있습니다. 

 

4개 근의 수치는 𝑥1 = 0.389, 𝑥2 = 3.282, 𝑥3 = 10.194 및 𝑥4 = 39685.0으로 계산됩니다. 추정 

표준 편차 비율은 𝜌̂ = 𝑆1/𝑆2  = 0.066입니다. 𝜌2 = 𝜎1
2/𝜎2

2에 대한 신뢰 구간은 다음과 같이 

표현할 수 있습니다. 

[𝑐 𝜌̂2𝑥1, 𝑐 𝜌̂
2𝑥2] ∪ [𝑐 𝜌̂

2𝑥3, 𝑐 𝜌̂
2𝑥4] = [0.001, 0.010] ∪ [0.032, 124.072] 

표준 편차 𝜌의 비율에 대한 신뢰 구간은 구간 끝점의 제곱근을 취하여 구합니다. 

표본이 너무 작지 않고(𝑛𝑖 ≥ 10) 표본 크기의 차이가 크지 않으면 함수 𝐻(𝑥)는 일반적으로 

2개의 근을 갖습니다. 결과 2에 설명되어 있는 것처럼 근 하나는 1 미만이고 다른 근은 

1보다 큽니다. 아래에는 무작위로 생성된 데이터에 기초한 예가 나와 있습니다. 데이터는 

다음과 같이 요약할 수 있습니다. 𝑛1 = 10,  𝑛2 = 12,  𝑆1 = 1.150,  𝑆2 = 1.043,  𝛾1 = 2.704,  

𝛾2 = 3.671,  𝑐 = 1.041,  𝐴 = 4.444,  𝐵 = 0.146  및  𝐾 = 0.818 
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𝛼 = 0.05일 때 함수 𝐻(𝑥)는 이 경우에 다음과 같이 표현됩니다. 

𝐻(𝑥) = (ln 𝑥)2−1.9602 (4.444
2.704 × 0.8182/10 + 3.671 × (1.041𝑥)2/12

(0.818 + 1.041𝑥)2
− 0.146) 

함수 𝐻(𝑥)에는 아래 그림과 같이 근이 2개 있습니다. 

 

두 근의 수치는 𝑥1 = 0.200 및 𝑥2 = 6.824로 계산됩니다. 추정 표준 편차 비율은 𝜌̂ = 𝑆1/𝑆2  =

1.102입니다. 𝜌2 = 𝜎1
2/𝜎2

2에 대한 신뢰 구간은 다음과 같습니다. 

[𝑐 𝜌̂2𝑥1, 𝑐 𝜌̂
2𝑥2] = [0.253, 8.634] 

표준 편차 𝜌의 비율에 대한 CI는 위 구간의 끝점의 제곱근을 취하여 구합니다. 

이제 신뢰 한도를 구하는 알고리즘 2개에 대해 설명합니다. 

첫 알고리즘에서는 근 수치 찾기 절차를 사용하여 함수 𝐻(𝑥)의 근을 구합니다. 분산의 

비율에 대한 신뢰 하한에 해당되는 근은 (0, 1) 구간으로 한정됩니다. 이 근을 𝑥𝐿으로 

나타내면, 결과 3에 의해 분산 비율의 신뢰 하한은 𝑐𝜌̂2𝑥𝐿로 계산되고 표준 편차 비율의 신뢰 

하한은 𝜌̂√𝑐𝑥𝐿로 구해집니다. 마찬가지로, 분산 비율의 신뢰 상한은 𝑐𝜌̂2𝑥𝑈고, 표준 편차 

비율의 신뢰 상한은 𝜌̂√𝑐𝑥𝑈입니다. 여기서 𝑥𝑈 > 1은 𝐻(𝑥)의 나머지 근입니다. 신뢰 상한을 

구하는 간단한 방법은 1/𝜌2의 하한이 𝜌2의 상한이라는 사실을 이용하는 것입니다. 첫째, 

함수 𝐻(𝑥)의 식에서는 1/𝜌2 = 𝜎2
2/𝜎1

2 비율에 대한 신뢰 한계를 계산할 때처럼 첫 표본과 

둘째 표본의 역할이 서로 바뀝니다. 둘째, 하한을 구하는 알고리즘은 새 함수 𝐻(𝑥)에 

적용됩니다. 마지막으로, 그 결과로 얻은 한계를 뒤집어서 원하는 신뢰 상한을 구합니다. 



BONETT 방법 10 

분산 비율의 신뢰 하한을 구하는 다른 방법은 다음의 식으로 표현되는 재귀 관계를 사용하여 

귀납적으로 계산하는 것입니다. 

𝜌0
2 = 1

𝜌𝑖+1
2 = exp [ln(𝑐 𝜌̂2) − 𝑧𝛼/2√

𝛾̂𝑃(𝜌𝑖) − 𝑔1
𝑛1 − 1

+
𝛾𝑃(𝜌𝑖) − 𝑔2
𝑛2 − 1

]
, 𝑖 = 0,1,2,… 

분산 비율의 신뢰 하한은 𝜌𝑗+1
2 이며, |𝜌𝑗+1

2 − 𝜌𝑗
2| < 𝜀입니다. 여기서 𝑗 > 0고 𝜀는 작은 값으로 

선택됩니다(예: 𝜀 = 10−6). 신뢰 상한을 구하려면 간단히 위에서 −𝑧𝛼/2를 +𝑧𝛼/2로 

대체합니다. 

귀납적인 절차는 근본적으로 𝐻(𝜌2/(𝑐𝜌̂2)) = 0 등식을 𝜌2에 대해 구하는 반복적인 절차이기 

때문에 신뢰 상한을 계산하는 알고리즘 2개는 동일합니다. 귀납적인 알고리즘은 사용하기가 

더 쉬우므로 근 찾기 절차를 사용할 수 없을 때 유용한 대안입니다.  

4. 시뮬레이션 연구 및 결과 
본 문서에서는 Layard의 2분산 동일성 검정을 확장하여 분산 비율을 검정하는 절차를 

도출했습니다. 당사는 이 절차를 ELTR(Extended Layard’s Test for the Ratio)이라고 

부릅니다. 다음 항목에서는 ELTR 절차에 기초한 CI의 소표본 속성에 대해 알아봅니다. 이를 

위해서는 Bonett(2006)이 취한 일반적인 접근방식을 따릅니다. 

ELTR 절차에 기초한 CI를 검정 𝐿50(Pan, 1999) 및 검정 𝑊50(Levene/Brown-Forsythe 

검정)에 기초한 CI에 비교합니다. 연구 1에는 비교를 위해 기존 F 검정에 기초한 CI도 

포함되었습니다. 데이터가 정규 분포를 따를 때 기존 F 검정이 최적임은 잘 알려져 

있습니다. 검정 𝑊50 및 𝐿50에 기초한 CI 계산에 대해서는 Pan(1999)에 제시되어 있습니다. 

F 검정에 기초한 CI 계산에 대해서는 여러 통계학 입문 교과서에서 확인할 수 있습니다. 

Bonett(2006)에도 나와 있습니다. 

각각 100,000번의 표본 추출 반복실험을 사용한 시뮬레이션 연구를 3차례 실시했습니다. 

각 반복실험은 크기가 중간 이하인 독립 표본 2개로 구성됩니다. 각 표본은 대칭, 비대칭, 

두꺼운 꼬리 및 얇은 꼬리 모집단을 포함한 속성이 알려진 모분포에서 추출되었습니다. 각 

시뮬레이션과 연관된 표준 오차는 명목 신뢰 수준이 90%, 95% 및 99%일 때 각각 0.0009, 

0.0007 및 0.0003입니다.  

각 절차의 성능을 평가하기 위해, 분산 비율에 대해 얻어진 포함 확률과 모의 구간의 평균 

너비를 보고합니다. 검정 𝑊50과 연관된 구간 중 일부는 너비가 무한했습니다(Pan(1999)이 

밝혀낸 가능성). 이런 경우에는 유한 구간의 평균 너비와 무한 너비를 가지는 구간의 

백분율을 보고합니다. 모든 시뮬레이션은 Mathematica 소프트웨어 패키지 버전 8을 

사용하여 실시되었습니다. 

연구 1: 정규 데이터 포함 확률 비교 
첫 번째 연구에서는 다양한 크기의 랜덤 표본을 정규 분포에서 추출합니다. 결과는 표 2에 

제시되어 있습니다. 
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표 2 포함 확률과 평균 구간 너비 비교 

   절차 

𝟏 − 𝜶 𝒏𝟏, 𝒏𝟐 측정 F ELTR 𝑳𝟓𝟎 𝑾𝟓𝟎 

0.90 10, 10 포함 확률 0.898 0.918 0.913 0.921 

  너비 3.72 5.06 4.72 8.03 

(0.01%) 

 30, 10 포함 확률 0.90 0.909 0.897 0.911 

  너비 2.42 3.01 3.58 3.17 

 25, 25 포함 확률 0.902 0.907 0.914 0.916 

  너비 1.61 1.73 1.85 1.938 

 50, 50 포함 확률 0.90 0.901 0.906 0.907 

  너비 1.03 1.06 1.13 1.15 

0.95 10, 10 포함 확률 0.949 0.963 0.958 0.964 

  너비 4.90 7.72 6.52 497.24 

(0.20%) 

 30, 10 포함 확률 0.95 0.957 0.945 0.959 

  너비 2.98 4.91 4.67 4.07 

 25, 25 포함 확률 0.951 0.955 0.958 0.961 

  너비 1.99 2.24 2.31 2.49 

 50, 50 포함 확률 0.951 0.952 0.953 0.954 

  너비 1.25 1.31 1.38 1.41 
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   절차 

𝟏 − 𝜶 𝒏𝟏, 𝒏𝟐 측정 F ELTR 𝑳𝟓𝟎 𝑾𝟓𝟎 

0.99 10, 10 포함 확률 0.989 0.993 0.992 0.994 

  너비 8.29 17.76 12.52 > 104 

(8.8%) 

 30, 10 포함 확률 0.99 0.992 0.986 0.994 

  너비 4.26 15.76 8.26 6.77 

 25, 25 포함 확률 0.99 0.992 0.992 0.993 

  너비 2.86 3.66 3.43 4.03 

 50, 50 포함 확률 0.99 0.991 0.991 0.991 

  너비 1.71 1.89 1.92 2.02 

짙은 회색 줄은 각 절차에 대해 각 신뢰 수준(1 − 𝛼)과 각 표본 크기 조합(𝑛1, 𝑛2)에서 얻어진 
포함 확률을 나타냅니다. 구간 너비(너비)의 평균은 각 포함 확률 밑에 표시되어 있습니다. 
조건에 대한 구간 중에 무한 구간이 있을 경우에는 유한 구간의 평균과 무한 구간의 
백분율을 모두 보고합니다. 

예상한 대로 F 절차와 연관된 CI가 가장 정확하고 정밀하다는 결과가 나왔습니다. F 절차를 

사용하여 얻어진 포함 확률은 다른 절차와 연관된 포함 확률보다 목표값에 더 가깝습니다. 

그리고 F 절차와 연관된 구간의 평균 너비는 다른 절차와 연관된 너비보다 더 작습니다. 

그러나 표에는 또한 ELTR 및 𝐿50 절차를 사용하여 구성된 CI가 F 절차에 기초한 CI만큼 

정확하고 정밀한 것으로 나와 있습니다.  

검정 𝑊50에 기초한 구간도 꽤 정확합니다. 그러나 𝑊50 구간은 매우 넓을 수 있으며 표본 

크기에 따라 너비가 무한할 수도 있습니다. 두 표본에 모두 관측치가 10개 뿐이면 𝑊50 

절차에 의해 생성된 구간 중 0.01% 이상의 너비가 무한합니다. 그리고 무한한 간격의 

백분율은 목표 범위가 커질수록 증가합니다. 대부분의 조건에서 ELTR 및 𝐿50 구간의 평균 

너비는 𝑊50 구간의 평균 너비보다 작습니다. 

연구 2: 비정규 데이터 포함 확률 비교 
두 번째 연구는 모집단이 정규 분포를 따르지 않을 때 ELTR, 𝐿50 및 𝑊50 절차의 성능을 

평가 및 비교하기 위해 고안되었습니다. 특이치가 절차의 성능에 미치는 영향을 평가하기 

위해 오염 정규 분포도 포함되었습니다. 이 오염 분포는 CN(0.1, 3)으로 표시하여 관측치의 

90%가 표준 정규 분포에서 추출된 한편 나머지 10%는 평균이 0이고 표준 편차가 3인 정규 

모집단에서 추출되었음을 나타냅니다. 결과는 표 3에 제시되어 있습니다. 



BONETT 방법 13 

표 3 일부 비정규 모형의 포함 확률과 평균 구간 너비 비교. 명목 신뢰 수준은 1 − 𝛼 =

0.95입니다 

분포 

[𝜸] 

𝒏𝟏, 𝒏𝟐 

ELTR 𝑳𝟓𝟎 𝑾𝟓𝟎 분포 

[𝜸] 

𝒏𝟏, 𝒏𝟐 

ELTR 𝑳𝟓𝟎 𝑾𝟓𝟎 

균등 분포    𝝌𝟐(𝟓)    

[1.8]    [5.4]    

10, 10 0.971 0.971 0.966 10, 10 0.956 0.938 0.956 

 5.27 4.87 42.08 

(0.1%) 

 11.61 8.78 > 104 

(2.6%) 

10, 30 0.964 0.961 0.957 10, 30 0.959 0.923 0.956 

 2.51 2.4 2.89  6.25 4.14 190.645 

(0.3%) 

25, 25 0.967 0.972 0.968 25, 25 0.956 0.944 0.954 

 1.43 1.79 1.88  3.66 2.92 3.26 

50, 50 0.959 0.962 0.959 50, 50 0.959 0.946 0.952 

 0.83 1.06 1.08  2.07 1.7 1.77 

베타(3, 3)    지수    

[2.5]    [9]    

10, 10 0.968 0.966 0.966 10, 10 0.947 0.916 0.95 

 6.26 5.59 254.62 

(0.1%) 

 20.99 14.47 > 104 

(9.1%) 

10, 30 0.96 0.954 0.96 10, 30 0.954 0.896 0.953 

 3.14 2.76 3.71  10.46 6.19 > 104 

(4.1%) 

25, 25 0.959 0.966 0.965 25, 25 0.956 0.931 0.951 

 1.81 2.06 2.18  6.09 4.13 5.48 

(0.008%) 

50, 50 0.957 0.959 0.958 50, 50 0.962 0.942 0.952 

 1.06 1.23 1.26  3.18 2.24 2.38 



BONETT 방법 14 

분포 

[𝜸] 

𝒏𝟏, 𝒏𝟐 

ELTR 𝑳𝟓𝟎 𝑾𝟓𝟎 분포 

[𝜸] 

𝒏𝟏, 𝒏𝟐 

ELTR 𝑳𝟓𝟎 𝑾𝟓𝟎 

Laplace 분포    𝛘𝟐(𝟏)    

[6]    [15]    

10, 10 0.946 0.935 0.961 10, 10 0.928 0.889 0.947 

 13.47 10.45 > 104 

(3.0%) 

 55.09 37.4 > 105 

(25.1%) 

10, 30 0.947 0.919 0.957 10, 30 0.943 0.882 0.956 

 6.78 4.82 > 104 

(0.4%) 

 18.71 11.14 > 106 

(25.7%) 

25, 25 0.945 0.94 0.952 25, 25 0.952 0.925 0.954 

 4.00 3.372 3.86  10.97 6.84 > 104 

(0.4%) 

50, 50 0.952 0.949 0.955 50, 50 0.958 0.936 0.951 

 2.19 1.91 1.99  5.08 3.31 3.75 

(0.001%) 

𝒕(𝟓)    로그 정규 

분포 

   

[9]    [113.9]    

10, 10 0.957 0.946 0.965 10, 10 0.923 0.876 0.955 

 11.07 8.81 > 103 

(2.0%) 

 59.22 46.15 > 105 

(23.0%) 

10, 30 0.957 0.93 0.959 10, 30 0.949 0.866 0.958 

 6.06 4.24 > 103 

(0.7%) 

 29.13 17.67 > 106 

(31.6%) 

25, 25 0.954 0.948 0.96 25, 25 0.947 0.917 0.965 

 3.54 2.93 4.86 

(0.01%) 

 16.21 8.73 > 104 

(2.4%) 

50, 50 0.954 0.947 0.954 50, 50 0.955 0.928 0.96 

 2.10 1.71 1.77 

(0.003%) 

 8.62 4.11 164.38 

(0.2%) 
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분포 

[𝜸] 

𝒏𝟏, 𝒏𝟐 

ELTR 𝑳𝟓𝟎 𝑾𝟓𝟎 분포 

[𝜸] 

𝒏𝟏, 𝒏𝟐 

ELTR 𝑳𝟓𝟎 𝑾𝟓𝟎 

1/2 정규 

분포 

   CN(0.1, 3)    

[3.9]    [8.3]    

10, 10 0.956 0.942 0.954 10, 10 0.977 0.965 0.979 

 10.41 7.89 > 104 

(1.5%) 

 12.64 9.52 > 104 

(4.9%) 

10, 30 0.959 0.93 0.954 10, 30 0.981 0.952 0.979 

 5.18 3.64 13.00 

(0.02%) 

 7.82 4.71 944.68 

(1.1%) 

25, 25 0.959 0.952 0.959 25, 25 0.982 0.972 0.981 

 3.01 2.62 2.88  4.63 3.22 3.71 

50, 50 0.96 0.951 0.954 50, 50 0.983 0.972 0.978 

 1.69 1.54 1.59  2.64 1.83 1.91 

짙은 회색 줄은 각 절차, 모분포 및 표본 크기 조합에 대해 얻어진 포함 확률을 나타냅니다. 
구간 너비의 평균은 각 포함 확률 밑에 표시되어 있습니다. 조건에 대한 구간 중에 무한 
구간이 있을 경우에는 유한 구간의 평균과 무한 구간의 백분율을 모두 보고합니다. 각 
모분포의 첨도(𝛾)는 대괄호 안에 표시되었습니다. 

꼬리가 얇은 대칭 분포에 대한 결과는 세 가지 방법에서 모두 유사하게 보수적인 포함 

확률이 생성됨을 나타냅니다. 그러나 ELTR 및 𝐿50 구간은 표본이 작을 경우 𝑊50 구간보다 

더 정밀합니다. 예를 들어 표본을 모수가 (3, 3)인 베타 분포에서 추출하면 ELTR 및 𝐿50 

구간에 대해 얻어지는 포함 확률은 𝑊50 구간만큼 정확하지만, 𝑊50 구간이 일관되게 더 

넓습니다. 

ELTR 및 𝑊50 구간도 꼬리가 두꺼운 대칭 분포치고는 약간 보수적이지만, 𝐿50 구간은 

개방적입니다. 𝐿50 구간은 설계가 불균형일 때 더욱 더 개방적입니다. 예를 들어 Laplace 

분포에서 크기가 10 및 30인 표본을 추출할 때 𝐿50 구간에 대해 얻어지는 포함 확률은 

0.919입니다. 그리고 자유도가 5인 t 분포에서 크기가 같은 표본을 추출할 때 𝐿50 구간에 

대해 얻어지는 포함 확률은 0.930입니다. 

𝐿50 구간은 매우 치우친 두꺼운 꼬리 분포에서 작은 표본을 추출할 때도 상당히 

개방적입니다. 예를 들어 표본을 대수 정규 분포에서 추출할 때 얻어지는 포함 확률은 

0.866까지 떨어질 수 있습니다. 이런 분포에서는 𝑊50 방법이 세 가지 방법 중에서 가장 

개방적이지 않은 방법입니다. 그러나 너비가 무한한 𝑊50 구간이 너무 많습니다. 예를 들어 

자유도가 1인 카이 제곱 분포(χ
2
(1))에서 표본을 추출하면 25%가 넘는 𝑊50 구간의 너비가 

무한할 수 있습니다. ELTR 구간은 약간 덜 정확하지만, 훨씬 더 좁기 때문에 𝑊50 구간보다 

더 유용합니다. 

마지막으로, 특이치는 세 절차에 모두 악영향을 미칩니다. 𝐿50 방법이 악영향을 가장 적게 

받는데, 그 이유는 𝐿50 방법이 특이치가 검정 𝑊50에 미치는 영향을 줄이기 위해 고안되었기 
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때문일 수 있습니다(Pan, 1999). 표본을 오염 정규 분포 CN(0.1, 3)에서 추출할 때 ELTR 

및 𝑊50 절차에 대해 얻어지는 포함 확률의 최소값은 0.977입니다. 해당 구간은 표본 크기가 

커져도 개선 정도는 적다는 추가적인 시뮬레이션 결과(제시되지 않음)도 나타났습니다. 

연구 3: 등첨도 가정에 대한 민감도 
마지막 연구에서는 ELTR 절차를 도출하는 데 사용된 등첨도 가정에 대한 해당 절차의 

민감도를 조사합니다. 모집단의 첨도가 같지 않을 때, 즉 𝛾1 ≠ 𝛾2일 때 ELTR 절차의 성능을 

조사합니다. 𝐿50 및 𝑊50 절차도 모집단이 유사하다는 가정 하에서 도출되었기 때문에 이 

연구에 포함되었습니다. 모집단의 첨도가 같지 않다면 이 유사성 가정은 만족되지 않습니다. 

결과는 표 4에 제시되어 있습니다. 

표 4 등첨도 가정에 대한 ELTR 절차의 민감도. 명목 신뢰 수준은 1 − 𝛼 = 0.95입니다. 

분포 1, 분포 2 

[𝜸𝟏, 𝜸𝟐] 

𝒏𝟏, 𝒏𝟐 

ELTR 𝑳𝟓𝟎 𝑾𝟓𝟎 분포 1, 분포 2 

[𝜸𝟏, 𝜸𝟐] 

𝒏𝟏, 𝒏𝟐 

ELTR 𝑳𝟓𝟎 𝑾𝟓𝟎 

베타(3, 3), 

정규 분포 

[2.5, 3] 

   정규 분포, 

CN(0.9, 3) 

[3, 8.3] 

   

10, 10 0.964 0.961 0.964 10, 10 0.955 0.948 0.951 

 0.27 0.23 204.50 

(0.20%) 

 6.88 5.16 > 104 

(4.89%) 

30, 10 0.946 0.939 0.946 30, 10 0.941 0.91 0.942 

 0.16 0.17 0.15  5.26 3.77 3.20 

10, 30 0.966 0.956 0.967 10, 30 0.961 0.95 0.958 

 0.14 0.11 0.17  4.26 2.40 630.42 

(1.10%) 

50, 50 0.951 0.95 0.949 50, 50 0.936 0.91 0.907 

 0.04 0.05 0.05  1.27 1.11 1.19 

정규 분포, 

Laplace 분포 

[3, 6] 

   1/2 정규 분포, 

 𝝌𝟐(𝟓) 

[3.9, 5.4] 

   

10, 10 0.941 0.935 0.947 10, 10 0.956 0.94 0.954 

 6.67 5.17 > 106 

(2.90%) 

 0.42 0.32 304.41 

(2.60%) 

30, 10 0.912 0.888 0.914 30, 10 0.954 0.918 0.949 

 5.06 3.85 3.21  0.33 0.22 0.20 

10, 30 0.963 0.943 0.955 10, 30 0.962 0.934 0.958 
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분포 1, 분포 2 

[𝜸𝟏, 𝜸𝟐] 

𝒏𝟏, 𝒏𝟐 

ELTR 𝑳𝟓𝟎 𝑾𝟓𝟎 분포 1, 분포 2 

[𝜸𝟏, 𝜸𝟐] 

𝒏𝟏, 𝒏𝟐 

ELTR 𝑳𝟓𝟎 𝑾𝟓𝟎 

 3.33 2.25 > 103 

(0.40%) 

 0.23 0.15 3.28 

(0.30%) 

50, 50 0.935 0.894 0.889 50, 50 0.955 0.941 0.945 

 0.98 1.04 1.12  0.07 0.06 0.07 

정규 분포, 

1/2 정규 분포 

[3, 3.9] 

   𝝌𝟐(𝟓), 

지수 

[5.4, 9] 

   

10, 10 0.956 0.948 0.957 10, 10 0.938 0.914 0.94 

 28.16 20.65 > 104 

(1.50%) 

 211.17 137.88 > 106 

(9.10%) 

30, 10 0.946 0.924 0.947 30, 10 0.928 0.875 0.929 

 20.59 14.83 12.78  194.70 93.02 83.02 

10, 30 0.961 0.946 0.962 10, 30 0.968 0.93 0.954 

 14.06 9.37 49.11 

(0.02%) 

 102.35 55.29 > 105 

(3.90%) 

50, 50 0.953 0.95 0.952 50, 50 0.95 0.92 0.923 

 4.32 4.16 4.33  29.64 23.37 25.54 

짙은 회색 줄은 각 절차, 모분포 조합(분포 1, 분포 2) 및 표본 크기 조합에 대해 얻어진 포함 
확률을 나타냅니다. 구간 너비의 평균은 각 포함 확률 밑에 표시되어 있습니다. 조건에 대한 
구간 중에 무한 구간이 있을 경우에는 유한 구간의 평균과 무한 구간의 백분율을 모두 
보고합니다. 각 모분포의 첨도(𝛾1, 𝛾2)는 대괄호 안에 표시되었습니다. 

일반적으로 ELTR 절차는 표본이 충분히 클 때 같지 않은 첨도에 악영향을 받지 않는 

것으로 보입니다. 그러나 설계가 불균형이고 꼬리가 더 두꺼운 분포에서 더 작은 표본을 

추출할 때 얻어지는 포함 확률은 개방적입니다. 꼬리가 더 두꺼운 분포에서 더 큰 표본을 

추출하면 더 나은 포함 확률이 얻어집니다. 

표본 크기가 충분히 크면 𝐿50 및 𝑊50 구간도 같지 않은 첨도로 인해 초래되는 분포의 

비유사성에 일반적으로 로버스트한 것으로 보입니다. 그러나 표본을 정규 분포와 Laplace 

분포, 또는 정규 분포와 오염 정규 분포에서 추출할 때 𝐿50 및 𝑊50 구간의 포함 확률은 

표본이 50개 정도로 커도 안정적이지 않습니다. 

𝐿50 구간은 일반적으로 ELTR 및 𝑊50 구간보다 더 개방적입니다. 세 가지 경우에 𝐿50 구간에 

대해 얻어진 포함 확률은 0.90 미만입니다. 반대로, 𝑊50 구간에 대해 얻어진 포함 확률 

중에는 하나만 0.90 미만입니다. ELTR 구간에 대해 얻어진 가장 낮은 포함 확률은 

0.912입니다. 

이전 연구(표 3)에서는 세 절차에서 모두 오염 정규 분포CN(0.1, 3)에서 표본 2개를 모두 

추출할 경우 훨씬 더 보수적인 구간이 생성되는 것으로 나타났습니다. 본 연구에서는 
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CN(0.1, 3)에서 표본을 하나만 추출할 때 세 절차가 모두 훨씬 더 효과적인 것으로 

나타났습니다. 그러나 표본 크기가 50개로 증가하면 𝐿50 및 𝑊50 구간의 성능이 크게 

저하되는 것으로 보입니다.  

5. 예제 
다음 항목에서는 네 가지 절차(F, ELTR, 𝐿50 및 𝑊50)를 모두 Pan(1999)에서 얻은 데이터 

집합에 적용합니다. Ott(1993, 352페이지)에서는 데이터에 대해 다음과 같이 설명합니다. 

철광산에서 일하는 화학자가 철광석 1파운드당 산화철 함유량(무게, 온스 단위)의 분산이 

파운드당 산화철 함유량의 평균이 증가함에 따라 같이 증가하는 경향이 있다고 의심합니다. 

이 이론을 검증하기 위해, 2개 위치에서 각각 1파운드의 철광석 표본 10개를 선택했습니다. 

위치 1은 다른 위치(위치 2)보다 산화철 평균 함유량이 훨씬 더 많습니다. 철광석 표본에 

함유된 산화철의 양은 아래에 나와 있습니다. 

위치 1 8.1 7.4 9.3 7.5 7.1 8.7 9.1 7.9 8.4 8.8 

위치 2 3.9 4.4 4.7 3.6 4.1 3.9 4.6 3.5 4.0 4.2 

네 가지 방법을 사용하여 계산한 𝜎2/𝜎1  = 1/𝜌에 대한 95% CI는 아래 표에 제시되어 

있습니다. 

절차 95% CI 

F (0.262, 1.055) 

ELTR (0.277, 0.924) 

𝐿50 (Pan) (0.295, 0.938) 

𝑊50 (Levene/Brown-Forsythe) (0.237, 0.908) 

6. 결론 
시뮬레이션에는 ELTR 절차에 기초한 CI가 일반적으로 검정 𝐿50 및 𝑊50에서 도출된 CI만큼 

정확한 것으로 나타났습니다. 그러나 ELTR 및 𝐿50 구간은 대부분의 분포에 대해 𝑊50 

구간보다 더 정밀합니다. 𝑊50 구간은 매우 치우친 두꺼운 꼬리 분포에서 작은 표본을 추출할 

때 ELTR 구간과 𝐿50 구간보다 더 정확한 경향이 있습니다. 그러나 이 같은 장점은 

일반적으로 상당한 정밀도 손실에 의해 상쇄됩니다. 그 결과로 얻어지는 𝑊50 구간은 

일반적으로 너무 넓고 너비가 무한할 가능성이 큽니다.  

설계 의도대로 𝐿50 구간은 𝑊50 구간의 정밀도를 개선합니다. 그러나 치우친 모집단에 대해 

𝐿50 구간은 지나치게 개방적인 포함 확률을 생성할 만큼 짧습니다. 반대로 ELTR 구간은 

일반적으로 더 안정적입니다. ELTR 구간은 일반적으로 너무 길거나 짧지 않으므로 포함 

확률은 일반적으로 너무 보수적이거나 너무 개방적이지 않습니다. 그러므로 ELTR 절차는 

대부분의 실제 용도에 가장 적합한 절차인 것으로 보입니다. 

ELTR 구간은 검정 𝐿50 또는 검정 𝑊50에 기초한 구간보다 계산하기가 좀 더 힘듭니다. 

그러나 일반적으로 (𝑊50 구간에 비한) 정밀도 개선과 (𝐿50 구간에 비한) 정확도 개선은 

추가적인 계산 노력보다 훨씬 더 가치가 큽니다. ELTR 절차는 Minitab Statistical 
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Software 17 릴리스에 2-표본 분산 분석의 일부로 구현되었으며, 이 소프트웨어에서는 

해당 절차를 Bonett의 절차라고 합니다. 

향후 연구에서는 Layard의 합동 첨도 추정량을 다음 식으로 표현되는 Bonett의 더 

로버스트한 버전으로 대체할 때 다중 표본 설계에서 Layard 검정의 소표본 속성을 조사하는 

방안을 고려할 수 있을 것입니다. 

𝛾𝐴 =
∑ ∑ (𝑌𝑖𝑗 −𝑚𝑖)

4𝑛𝑖
𝑗=1

𝑘
𝑖=1

[∑ ∑ (𝑌𝑖𝑗 −𝑚𝑖)
2𝑛𝑖

𝑗=1
𝑘
𝑖 ]

2∑𝑛𝑖

𝑘

𝑖=1

 

여기서 𝑚𝑖는 절사 비율이 1/[2(𝑛𝑖 − 4)
1/2]이고  𝑖 = 1,… , 𝑘인 표본 𝑖의 절사 평균입니다. 

또한 로그 변환 표본 분산의 점근 분산에 대한 Shoemaker의 근사를 사용하면 유용할 수 

있습니다. 

마지막으로 Bonett(2006)이 제안한 구간은 CI로 적합하지 않지만, 두 분산의 동일성 검정에 

대한 합격 영역이라고 해석하면 대부분의 분포에서 매우 정확하고 정밀합니다. 이런 합격 

영역은 다중 분산을 비교하는 그래픽 절차의 기초로 사용하기에 매우 적합합니다. 

Hochberg, Weiss &Hart(1982)는 등평균 검정을 위한 유사한 절차를 제안했습니다. 해당 

절차는 Minitab Statistical Software 17 릴리스의 등분산 검정 분석의 일부로 

구현되었으며, 이 소프트웨어에서는 해당 절차를 다중 비교 절차라고 합니다. 

7. 부록 

부록 A: 결과 1의 증명 
2절의 표기 및 가정을 사용하여 주어진 𝜌 = 𝜎1/𝜎2에 대해 𝑋𝑗 = 𝜌𝑌2𝑗라고 하면  

Var(𝑋𝑗) = 𝜌
2Var(𝑌2𝑗) = 𝜌

2𝜎2
2 = 𝜎1

2 = Var(𝑌1𝑗) 

이고 

𝐸 (𝑋𝑗 − 𝜇𝑋𝑗)
4
𝜎𝑋𝑗
4⁄ = 𝜌4 𝐸(𝑌2𝑗 − 𝜇2 )/(𝜌

4 𝜎2
4 ) = 𝐸(𝑌2𝑗 − 𝜇2 )/𝜎2

4 = 𝛾 

입니다. 가정에 의해 𝐸(𝑌1𝑗 − 𝜇1)
4
𝜎1
4⁄ = 𝛾이므로, 두 표본 𝑌1𝑗 및 𝑋𝑗 = 𝜌𝑌2𝑗의 모집단은 

분산이 𝜎1
2으로 같고 첨도는 𝛾로 같다고 유추할 수 있습니다. Layard(1973)에 의해 두 표본 

𝑌1𝑗 및 𝑋𝑗에 기초한 𝛾의 일치 합동 첨도 추정량은 필요에 따라  

𝛾 ′ = (𝑛1 + 𝑛2)
∑ (𝑌1𝑗 − 𝑌̅1)

4𝑛1
𝑗=1 + ∑ (𝑋𝑗 − 𝑋̅)

4𝑛2
𝑗=1

[(𝑛1 − 1)𝑆1
2 + (𝑛2 − 1)𝑆𝑋

2]2

= (𝑛1 + 𝑛2)
∑ (𝑌1𝑗 − 𝑌̅1)

4𝑛1
𝑗=1 + 𝜌4∑ (𝑌2𝑗 − 𝑌̅2)

4𝑛2
𝑗=1

[(𝑛1 − 1)𝑆1
2 + 𝜌2(𝑛2 − 1)𝑆2

2]2
= 𝛾𝑃(𝜌) 

으로 표현됩니다. 

부록 B: 결과 2의 증명 
이미 확인한 바와 같이, 𝑇2를 기준으로 𝜌 = 𝜎1/𝜎2에 대해 설정한 근사 (1 − 𝛼)100 퍼센트 

신뢰 구간은 다음 식으로 표현됩니다. 
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{𝜌 ∈ (0,∞): (ln 𝜌2 − ln(𝑐𝜌̂2))2 − 𝑧𝛼/2
2 (

𝛾̂𝑃(𝜌) − 𝑘1
𝑛1 − 1

+
𝛾𝑃(𝜌) − 𝑘2
𝑛2 − 1

)  ≤ 0} 

합동 첨도 추정량은 다음 식으로 표현되는 개별 표본에 대한 첨도 추정량을 기준으로 표현할 

수 있습니다. 

𝛾𝑖 = 𝑛𝑖
∑ (𝑌𝑖𝑗 −𝑚𝑖)

4𝑛𝑖
𝑗=1

[(𝑛𝑖 − 1)𝑆𝑖
2]
2 , 𝑖 = 1,2 

더 구체적으로 말해, 𝑡 = 𝜌/𝜌̂라고 하면 다음이 성립합니다. 

𝛾𝑃(𝜌) = (𝑛1 + 𝑛2)
∑ (𝑌1𝑗 −𝑚1)

4𝑛1
𝑗=1 + 𝜌4∑ (𝑌2𝑗 −𝑚2)

4𝑛2
𝑗=1

[(𝑛1 − 1)𝑆1
2 + 𝜌2(𝑛2 − 1)𝑆2

2]2
= (𝑛1 + 𝑛2)

𝛾1 𝐾
2/𝑛1 + 𝛾2 𝑡

4/𝑛2
(𝐾 + 𝑡2)2

 

여기서 𝐾 = (𝑛1 − 1)/(𝑛2 − 1)입니다.  

결과적으로 제곱 표준 오차 항은 다음 식으로 나타낼 수 있습니다. 

𝛾𝑃(𝜌) − 𝑘1
𝑛1 − 1

+
𝛾𝑃(𝜌) − 𝑘2
𝑛2 − 1

= 𝐴
𝛾1 𝐾

2/𝑛1 + 𝛾2 𝑡
4/𝑛2

(𝐾 + 𝑡2)2
− 𝐵 

여기서, 

𝐴 =
(𝑛1 + 𝑛2)(𝑛1 + 𝑛2 − 2)

(𝑛1 − 1)(𝑛2 − 1)
, 𝐵 =

𝑘1
𝑛1 − 1

+
𝑘2

𝑛2 − 1
 

따라서 𝑟2 = 𝜌2/(𝑐𝜌̂2)이라고 하면 다음이 성립함을 쉽게 알 수 있습니다. 

(ln 𝜌2 − ln(𝑐𝜌̂2))2 − 𝑧𝛼/2
2  (

𝛾𝑃(𝜌) − 𝑘1
𝑛1 − 1

+
𝛾𝑃(𝜌) − 𝑘2
𝑛2 − 1

)

= (ln 𝑟2)2 − 𝑧𝛼/2
2 (𝐴

𝛾1 𝐾
2/𝑛1 + 𝛾2 𝑐

2𝑟4/𝑛2
(𝐾 + 𝑐 𝑟2)2

− 𝐵) 

논리적으로, 𝑇2에 기초한 𝜌 = 𝜎1/𝜎2에 대한 (1 − 𝛼)100 퍼센트 신뢰 구간은 다음 식으로 

나타낼 수 있습니다.  

𝜌̂√𝑐 {𝑟 ∈ (0,∞): 𝐻(𝑟2) ≤ 0} 

또는 이와 동등하게 𝜌2 = 𝜎1
2/𝜎2

2에 대한 신뢰 구간을 다음과 같이 표현할 수 있습니다. 

𝑐𝜌̂2 {𝑟 ∈ (0,∞):𝐻(𝑟) ≤ 0} 

여기서, 

𝐻(𝑥) = (ln 𝑥)2 − 𝑧𝛼/2
2 𝑠𝑒2(𝑐𝑥), 𝑥 > 0 

이고, 다음이 성립합니다. 

𝑠𝑒2(𝑥) = 𝐴
𝛾1 𝐾

2/𝑛1 + 𝛾2 𝑥
2/𝑛2

(𝐾 + 𝑥)2
− 𝐵 

부록 C: 결과 3의 증명 
𝐻(𝑥)가 양의 실선에서 연속적이고 𝐻(0) = 𝐻(+∞) = +∞고 𝐻(1) < 0임은 쉽게 확인됩니다. 

중간 값 정리에 의해, 함수 𝐻(𝑥)는 구간 (0, 1)과 구간 (0,+∞)에서 각각 근을 하나 이상 

가집니다. 따라서 함수 𝐻(𝑥)에 근이 정확히 2개 있으면 하나는 1 미만이고 다른 하나는 1을 
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초과합니다. 이 함수는 위로 열리므로 𝑟가 근 사이에 있을 경우 부등식 𝐻(𝑟) ≤ 0가 

충족됩니다. 이 2개의 근은 𝜌2/(𝑐𝜌̂2)에 대한 CI의 끝점을 정의합니다. 따라서 𝑥𝐿 < 1 < 𝑥𝑈가 

2개의 근이라고 하면, 결과 2에 의해 분산 𝜌2의 비율에 대한 신뢰 하한은 𝑐𝜌̂2𝑥𝐿로 계산되고 

표준 편차 비율의 신뢰 하한은 𝜌̂√𝑐𝑥𝐿로 구해집니다. 마찬가지로, 분산 비율의 신뢰 상한은 

𝑐𝜌̂2𝑥𝑈고, 표준 편차 비율의 신뢰 상한은 𝜌̂√𝑐𝑥𝑈입니다. 

반면에 함수 𝐻(𝑥)에 근이 3개 이상이면 함수가 위로 열리는 보수적인 근 사이에 𝑟가 있을 

경우에 부등식 𝐻(𝑟) ≤ 0이 충족됩니다. 따라서 신뢰 구간은 겹치지 않는 구간의 

합집합입니다. 
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