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要旨 

𝑘標準偏差の多重比較にグラフを用いる新しい手順を提供する。等分散性検定として、この

新しい手順には、Levene（1960）の検定のBrown and Forsythe（1974）によるバージョン

 𝑊50と同様のタイプIおよびタイプIIの誤りの特性がある。しかし、多重比較検定に関連す

るグラフ表示は、異なる標準偏差を持つサンプルのスクリーニングに有用な視覚的ツールと

なる。 

索引用語: 等分散性、Leveneの検定、Brown-Forsytheの検定、Layardの検定、多重比較 

1. はじめに 
一般に検定𝑊50と呼ばれる、Leveneの検定（1960）のBrown and Forsythe（1974）における

修正は、おそらく分散の等質性（同等性）の検定に最も広く使用されている手順の1つで

す。検定 𝑊50が一般的に使用される理由は、頑健であり、漸近的分布に非依存な方法である

ためです。また、他の等分散性検定と比べると、検定 𝑊50は計算が簡単です （これらの検

定の比較は、Conover et al.（1981）を参照）。さらに、検定𝑊50はSAS、Minitab、R、JMP

など、多くの統計ソフトウェアパッケージに含まれているため、簡単に使用できます。   

ただし、一部の分布では、特に小さいサンプルの場合、検定 𝑊50の検出力が非常に低くなる

可能性があります。たとえば、Pan（1999）は、正規分布を含む一部の分布で、差の大きさ

に関係なく、検定 𝑊50には2サンプルの標準偏差の比を検出する十分な検出力がない場合が

あることを示しています。同じ制限が多重サンプル計画にも適用されるのかどうかは、Pan

の分析からは明らかではありません。3つ以上のサンプルを使用する計画には2サンプル計画

よりも多くのデータが含まれる可能性が高いため、そのような計画にこの制限は適用されな

いことが予想されます。検定𝑊50には、良好な大サンプル特性があることが知られています

（Miller 1968、Brown and Forsythe 1974、Conover et al. 1981）。 

有意検定 𝑊50の後に、Bonferroniの多重性補正に基づく同時ペアワイズ比較手順を使用する

のが一般的な方法となっています。ただし、Pan（1999）で指摘されているように、2サンプ

ル計画での検定 𝑊50の低検出力により、このような手法は失敗するか、誤った結果が出る可



多重比較の方法 2 

能性があります。Bonferroniの補正は保守的であるため、特にペアワイズ比較の数が多い場

合は、この補正を使用すると問題が悪化します。対照的に、一元配置分散分析の後に平均の

比較に使用できる効果的な多重比較手順が数多くあります。例は、Tukey（1953）、

Hochberg et al.（1982）、Stoline（1981）を参照してください。  サンプル分散の比較に

は類似の事後分析が役に立ちます。 

本書では、複数のサンプルの分散（または標準偏差）を比較するグラフを用いた方法を提案

します。分析は、Hochberg et al.（1982）で説明された平均の不確実性区間と類似する、

分散の「不確実性区間」に基づきます。  最初に、多重ペアワイズ比較手順は、2サンプル

計画の等分散性を調べるLayard（1973）の検定のBonett（2006）による修正バージョンに基

づきます。ペアワイズ比較で使用される多重性補正は、Nakayama（2009）によって提案され

た、Tukey-Kramerの方法（Tukey 1953、Kramer 1956）の大サンプルの一般化に基づきま

す。「多重比較区間」または「MC区間」と呼ばれる不確実性区間は、Hochberg et al.

（1982）で説明された最良の近似手順を使用してペアワイズ比較手順から導出されます。  

その結果、MC検定では、少なくとも1つのペアのMC区間が重なり合っていないとき、かつそ

のときに限り、帰無仮説が棄却されます。重なり合っていないMC区間により、有意に異なる

分散(または標準偏差）を持つサンプルを識別できます。 

MC検定の小サンプル特性を評価するため、シミュレーションの分析を行います。シミュレー

ションの分析には、比較のために検定𝑊50も含めます。 

2. グラフによる多重比較手順 
𝑌𝑖1, … , 𝑌𝑖𝑛𝑖

, … , 𝑌𝑘1, … , 𝑌𝑘𝑛𝑘
を𝑘個の独立サンプルとします。各サンプルは、互いに独立で同じ

分布に従い、平均は𝐸(𝑌𝑖𝑙) = 𝜇𝑖、分散はVar(𝑌𝑖𝑙) = 𝜎𝑖
2 > 0です。さらに、サンプルは共通尖

度 𝛾 = 𝐸(𝑌 − 𝜇)4 𝜎4⁄ < ∞を持つ母集団から得ると仮定します。 

また、𝑌̅𝑖および𝑆𝑖をそれぞれサンプル𝑖の平均および標準偏差とします。𝑚𝑖を調整比率

1/[2√𝑛𝑖 − 4]を使用したサンプル𝑖の調整平均、𝛾𝑖𝑗を次のように与えられるサンプル(𝑖, 𝑗)の

併合尖度推定量とします。 

γ
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ij
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4ni

l=1 + ∑ (Yjl − mj)
4nj

l=1
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2ni
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2nj

l=1 ]
2 

 

= (ni + nj)
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4ni
l=1 + ∑ (Yjl − mj)

4nj

l=1

[(ni − 1)Si
2 + (nj − 1)Sj

2]
2  

𝛾𝑖𝑗はLayard（1973）の併合尖度推定量と漸近的に等しく、サンプル平均𝑌̅𝑖が調整平均𝑚𝑖に

置き換えられています。したがって、母集団分散が等しければ、𝛾𝑖𝑗は未知の共通尖度𝛾の一

致推定量です。Bonett（2006）は、2サンプル問題でのLayardの検定の小サンプル性能を向

上するため、Layardの併合尖度推定量の代わりにこの推定量を提案しています。本書全体を

通して、Layardの検定のBonett（2006）による修正バージョンを単にBonettの検定と呼びま

す。 

比較対象の独立したグループまたはサンプルが3つ以上あるとします（𝑘 > 2）。提案するグ

ラフによる多重比較手順は、Bonettの検定に基づく多重ペアワイズ比較から導出されます。

代替の手法は、検定 𝑊50に基づくペアワイズ比較です。ただし、2サンプル計画の場合、正
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規分布を含む一部の分布では、検定 𝑊50の検出力性能に問題があります（Pan 1999）。さら

に、Banga and Fox（2013）は、Bonettの検定に基づく分散の比の信頼区間は、一般に検定

 𝑊50に基づくものより優れていることを示しています。 

サンプルのペア(𝑖, 𝑗)があると仮定すると、有意水準𝛼′を使用する両側Bonnet検定では、次

のとき、かつそのときに限り、等分散性の帰無仮説が棄却されます。 

|ln(𝑐𝑖𝑆𝑖
2) − ln(𝑐𝑗𝑆𝑗

2)| > 𝑧𝛼′/2√
𝛾̂𝑖𝑗 − 𝑘𝑖

𝑛𝑖 − 1
+

𝛾𝑖𝑗 − 𝑘𝑗

𝑛𝑗 − 1
 

ここで、𝑧𝛼′/2は標準正規分布の𝛼′/2 × 100番目の上側百分位数点です。 

𝑘𝑖 =
𝑛𝑖 − 3

𝑛𝑖
 , 𝑘𝑗 =

𝑛𝑗 − 3

𝑛𝑗
 , 𝑐𝑖 =

𝑛𝑖

𝑛𝑖 − 𝑧𝛼/2
, 𝑐𝑗 =

𝑛𝑗

𝑛𝑗 − 𝑧𝛼/2
 

複数のペアワイズ比較（正確な比較数は𝑘(𝑘 − 1)/2）があるため、多重性の調整が必要で

す。たとえば、目標全体またはファミリーワイズの有意水準𝛼が与えられると、Bonferroni

の補正と呼ばれる一般的な手法では、𝑘(𝑘 − 1)/2個のペアワイズ比較それぞれに有意水準

 𝛼′ = 2𝛼/(𝑘(𝑘 − 1))が選ばれます。ただし、Bonferroniの補正は、比較対象のサンプル数

が増加するにつれ、ペアワイズ比較手順が次第に保守的になることで知られています。より

適切な代替の手法は、Nakayama（2009）によって提案され、Tukey-Kramerの方法（Tukey 

1953、Kramer 1956）の大サンプルの近似に基づいています。具体的には、サンプルのある

ペア(𝑖, 𝑗)で次が真のとき、かつそのときに限り、多重ペアワイズ比較検定全体が有意になり

ます。 

|ln(𝑐𝑖𝑆𝑖
2) − ln(𝑐𝑗𝑆𝑗

2)| >
𝑞𝑘,𝛼

√2
√

𝛾𝑖𝑗 − 𝑘𝑖

𝑛𝑖 − 1
+

𝛾𝑖𝑗 − 𝑘𝑗

𝑛𝑗 − 1
 

ここで、𝑞𝛼,𝑘は𝑘個の互いに独立で同じ分布に従う標準正規確率変数の範囲の上限𝛼点です。

つまり、𝑞𝛼,𝑘は次を満たします。 

Pr ( max
1≤𝑖<𝑗≤𝑘

|𝑍𝑖 − 𝑍𝑗| ≤ 𝑞𝛼,𝑘) = 1 − 𝛼 

ここで、𝑍1, … , 𝑍𝑘は互いに独立で同じ分布に従う標準正規確率変数です。Barnard（1978）

は、正規範囲の分布関数を計算するために、16点のガウス求積法に基づく単純な数値アルゴ

リズムを提供しています。 

Hochberg et al.（1982）で提案されたように、前述した多重ペアワイズ比較手順を近似す

るグラフによる多重比較手順では、次のとき、かつそのときに限り、帰無仮説が棄却されま

す。  

|ln(𝑐𝑖𝑆𝑖
2) − ln(𝑐𝑗𝑆𝑗

2)| > 𝑞𝛼,𝑘(𝑉𝑖 + 𝑉𝑗)/√2 

ここで𝑉𝑖は次を最小化するために選択されます。 

∑ ∑(𝑉𝑖 + 𝑉𝑗 − 𝑏𝑖𝑗)
2

𝑖≠𝑗

 

ここで 

𝑏𝑖𝑗 = √
𝛾𝑖𝑗 − 𝑘𝑖

𝑛𝑖 − 1
+

𝛾𝑖𝑗 − 𝑘𝑗

𝑛𝑗 − 1
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Hochberg et al.（1982）で示されたこの問題の解は、次を選択することです。  

𝑉𝑖 =
(𝑘 − 1) ∑ 𝑏𝑖𝑗𝑗≠𝑖 − ∑ ∑ 𝑏𝑗𝑙1≤𝑗<𝑙≤𝑘

(𝑘 − 1)(𝑘 − 2)
 

したがって、この近似手順に基づく等分散性の検定では、次で与えられる区間ペアの少なく

とも1つが重なり合っていないとき、かつそのときに限り、帰無仮説が棄却されることにな

ります。 

[𝑆𝑖√𝑐iexp(−𝑞𝛼,𝑘𝑉𝑖/√2 ) , 𝑆𝑖√𝑐𝑖 exp(𝑞𝛼,𝑘𝑉𝑖/√2) ] , 𝑖 = 1, … , 𝑘 

グラフによるMC手順では、重なり合わない区間を持つサンプルを視覚的に識別できるよう

に、これらの区間がグラフに表示されます。さらに、分散（または標準偏差）の等質性の全

体検定のp値も判断できます。p値を計算するアルゴリズムは、次のセクションで説明しま

す。その前に、MC手順に関する簡単な事実をいくつか紹介します。 

注釈 

1. サンプルのペア(𝑖, 𝑗)に基づく併合尖度推定量 𝛾𝑖𝑗は、𝑘個すべてのサンプルに基づ

き、全体の併合尖度推定量に置き換えることができました。この方法だと計算が少

し簡略化されますが、ここに記載していないシミュレーション結果は、𝛾𝑖𝑗を使用す

るほうが良い結果が出ることを示しています。 

2. サンプル𝑖に対応する区間は、サンプルの親母集団の標準偏差の信頼区間ではありま

せん。Hochberg et al.（1982）では、このような区間を「不確実性区間」と呼んで

います。  ここでは、「多重比較区間」または「MC区間」と呼んでいます。MC区間

は、多重サンプル計画の標準偏差または分散を比較する場合にのみ有用です。 

3. 本書で説明するMC区間は、3つ以上のサンプルの標準偏差を比較する場合にのみ使用

されます。サンプルが2つしかない場合は、比較区間が作成されますが、検定結果と

同じ情報が示されます。Banga and Fox（2013）で説明されているように、標準偏差

の比の信頼区間を作成するほうが、より多くの情報を得られます。これは、Minitab

の2サンプル分散コマンドで使用できます。 

3. グラフによる多重比較方法のp値 
グラフによる（MC）方法のp値を計算するアルゴリズムについて説明する前に、2サンプル計

画でLayardの検定のBonett（2006）による修正に関連するp値を導出します。次に、2サンプ

ル計画の結果を多重比較手順に適用する方法を示します。 

3.1 2サンプル計画のp値 
前述したように、2サンプル計画でのLayardの検定のBonett（2006）による調整では、次の

とき、かつそのときに限り、等分散性の帰無仮説が棄却されます。 

|ln(𝑐1𝑆1
2) − ln(𝑐2𝑆2

2)| > 𝑧𝛼/2𝑠𝑒 

または同等の 

|ln(𝑐𝛼/2 𝑆1
2 /𝑆2

2)| > 𝑧𝛼/2𝑠𝑒 



多重比較の方法 5 

ここで 

𝑠𝑒 = √
𝛾12 − 𝑘1

𝑛1 − 1
+

𝛾12 − 𝑘2

𝑛2 − 1
 

𝑐𝛼/2 =
𝑐1

𝑐2
=

𝑛1

𝑛1 − 𝑧𝛼/2

𝑛2 − 𝑧𝛼/2

𝑛2
 

Bonettは、小サンプルのアンバランス型計画で等しくない裾部による誤差の確率の影響を削

減するために、定数𝑐𝛼/2を小サンプル調整として導入しました。ただし、定数の効果は大サ

ンプルのアンバランス型計画では無視できる程度で、バランス型計画ではまったく効果があ

りません。 

したがって、計画がバランス型の場合、等分散性の両側検定のp値は単純に次のように計算

されることになります。 

𝑃 = 2 Pr(𝑍 > |𝑍0 |) 

ここで 

𝑍0 =
ln(𝑆1

2) − ln(𝑆2
2)

𝑠𝑒
 

計画がアンバランス型の場合、𝑃 = 2 min(𝛼𝐿 , 𝛼𝑈)で、ここで𝛼𝐿は次の方程式の𝛼の最小の解

です。 

exp[ln(𝑐𝛼𝑆1
2/𝑆2

2) − 𝑧𝛼𝑠𝑒] = 1  (1) 

𝛼𝑈は次の方程式の𝛼の最小の解です。 

exp[ln(𝑐𝛼𝑆1
2/𝑆2

2) + 𝑧𝛼𝑠𝑒] = 1  (2) 

𝛼𝐿と𝛼𝑈を求めるアルゴリズムは、以下に示すとおりです。アルゴリズムの数学的な詳細

は、「付録」セクションで後述します。 

次を仮定します。 

𝐿(𝑧, 𝑛1, 𝑛2, 𝑆1, 𝑆2) = ln
𝑛1

𝑛2
+ ln

𝑛2 − 𝑧

𝑛1 − 𝑧
− 𝑧 𝑠𝑒 + ln

𝑆1
2

𝑆2
2 , 𝑧 < min(𝑛1, 𝑛2) 

また、次を仮定します。 

𝑧𝑚 =
𝑛1 + 𝑛2 − √(𝑛1 − 𝑛2)(𝑛1 − 𝑛2 −

4
𝑠𝑒)

2
 

解𝛼𝐿および𝛼𝑈は次の手順で計算されます。 

ケース1: 𝑛1 < 𝑛2 

• 上記の結果で与えられたように𝑧𝑚を計算し、𝐿(𝑧𝑚, 𝑛1, 𝑛2, 𝑆1, 𝑆2)を評価します。 

• 𝐿(𝑧𝑚) ≤ 0の場合、区間(−∞, 𝑧𝑚]内の𝐿(𝑧, 𝑛1, 𝑛2, 𝑆1, 𝑆2)の根𝑧𝐿を求め、𝛼𝐿 = Pr (𝑍 >

𝑧𝐿)を計算します。 

• 𝐿(𝑧𝑚) > 0の場合、関数𝐿(𝑧, 𝑛1, 𝑛2, 𝑆1, 𝑆2)に根はありません。𝛼𝐿 = 0.0に設定します。 

ケース2: 𝑛1 > 𝑛2 

• 𝐿(0, 𝑛1, 𝑛2, 𝑆1, 𝑆2) = ln 𝑆1
2/𝑆2

2を計算します。 
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• 𝐿(0, 𝑛1, 𝑛2, 𝑆1, 𝑆2) ≥ 0の場合、区間[0, 𝑛2)内の𝐿(𝑧, 𝑛1, 𝑛2, 𝑆1, 𝑆2)の根𝑧𝑜を求めます。そ

れ以外の場合は、区間(−∞, 0)内の根𝑧𝐿を求めます。 

• 𝛼𝐿 = Pr (𝑍 > 𝑧𝐿)を計算します。 

𝛼𝑈を計算するには、関数𝐿(𝑧, 𝑛1, 𝑛2, 𝑆1, 𝑆2)の代わりに、関数𝐿(𝑧, 𝑛2, 𝑛1, 𝑆2, 𝑆1)を使用して、単

純に上記の手順を適用します。 

3.2 グラフによる多重比較のp値 
計画に𝑘 (𝑘 > 2)個のサンプルがあると仮定し、𝑃𝑖𝑗をサンプルの任意のペア(𝑖, 𝑗)に関連する

検定のp値とします。前述のとおり、多重比較検定では、𝑘個の比較区間の少なくとも1つの

ペアが重なり合っていないとき、かつそのときに限り、等分散性の帰無仮説が棄却されま

す。したがって、多重比較手順に関連する全体のp値は、次のようになります。 

𝑃 = min{ 𝑃𝑖𝑗 , 1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑘} 

𝑃𝑖𝑗を計算するため、次の式を使用して、2サンプル計画のアルゴリズムを実行します。 

𝑠𝑒 = 𝑉𝑖 + 𝑉𝑗 

ここで、𝑉𝑖の定義は前述のとおりです。 

𝑛𝑖 ≠ 𝑛𝑗の場合、 

𝑃𝑖𝑗 = min(𝛼𝐿 , 𝛼𝑈) 

ここで、𝛼𝐿 = Pr (𝑄 > 𝑧𝐿√2)、𝛼𝑈 = Pr (𝑄 > 𝑧𝑈√2)、𝑧𝐿は関数𝐿(𝑧, 𝑛𝑖, 𝑛𝑗, 𝑆𝑖, 𝑆𝑗)の最小根、𝑧𝑈

は関数𝐿(𝑧, 𝑛𝑗, 𝑛𝑖, 𝑆𝑗, 𝑆𝑖)の最小根、および𝑄はすでに定義済みの確率変数です。数量𝑧𝐿と𝑧𝑈

は、前述した2サンプル計画アルゴリズムをサンプルのペア(𝑖, 𝑗)に適用することにより求め

られます。 

𝑛𝑖 = 𝑛𝑗の場合、𝑃𝑖𝑗 = Pr (𝑄 > |𝑧𝑜|√2)です。ここで 

𝑧𝑜 =
ln 𝑆𝑖

2 − ln 𝑆𝑗
2

𝑉𝑖 + 𝑉𝑗
 

4. シミュレーションの分析と結果 
等分散性を調べる全体検定としてMC検定の小サンプル性能を調べるため、2つの主要なシミ

ュレーションの分析を行います。すべてのシミュレーションは、Mathematicaソフトウェア

パッケージのバージョン8を使用して行われました。 

分析1 
最初の分析は、MC検定と検定𝑊50のタイプIの誤りの特定を評価および比較するために設計

されています。3サンプル計画、4サンプル計画、6サンプル計画という3つの計画でさまざま

な分布から生成されたサンプルを使用して、2つの検定の性能を比較します。各設計のサン

プルサイズは10～50で、10単位で増分します。サンプルは次の親分布から抽出されます。 

• 正規分布 

• 一様分布、および(3, 3)のパラメータを使用したベータ分布で表される、対称的で

裾の軽い分布 
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• 自由度5のt分布（𝑡(5)）、およびラプラス分布で表される、対称的で裾の重い分布 

• 指数分布、自由度1のカイ二乗分布（𝜒2(1)）、および自由度5のカイ二乗分布

（𝜒2(5)）で表される歪んだ裾の重い分布 

• 観測値の90%は標準正規分布から、残りの10%は平均が0、標準偏差が3の正規分布か

ら抽出される混合正規分布（CN(0.9, 3)） 

各シミュレーションは、10,000個のサンプル反復で構成されます。目標とする名目𝛼水準

は、0.05です。シミュレーション誤差は約0.002です。表1に、各検定のシミュレートした有

意水準を示します。 

表1  シミュレートした有意水準の比較(𝛼 = 0.05) 

説明 分布 

[尖度] 

𝒏𝒊 𝒌 = 𝟑 𝒌 = 𝟒 𝒌 = 𝟔 

MC 𝑾𝟓𝟎 MC 𝑾𝟓𝟎 MC 𝑾𝟓𝟎 

正規 正規 

[3.0] 

10 .038 .033 .038 .031 .036 .029 

20 .039 .038 .040 .038 .041 .033 

30 .043 .041 .044 .038 .046 .039 

40 .046 .043 .046 .041 .048 .041 

50 .046 .046 .046 .044 .052 .047 

対称的で裾が軽い 一様 

[1.8] 

10 .029 .029 .025 .024 .023 .020 

20 .028 .026 .030 .026 .028 .023 

30 .037 .035 .034 .032 .034 .030 

40 .038 .037 .037 .037 .035 .033 

50 .041 .041 .036 .036 .036 .036 

Beta(3, 3) 

[2.5] 

10 .031 .032 .031 .029 .031 .025 

20 .035 .031 .036 .027 .037 .026 

30 .041 .035 .037 .034 .037 .032 

40 .040 .036 .039 .035 .040 .033 

50 .044 .039 .044 .037 .044 .035 

対称的で裾が重い ラプラス 

[6.0] 

10 .056 .038 .063 .041 .071 .039 

20 .054 .044 .058 .043 .059 .041 

30 .051 .042 .053 .043 .052 .044 

40 .048 .045 .048 .045 .048 .046 

50 .045 .045 .051 .046 .049 .047 

𝑡(5)  10 .042 .032 .044 .031 .042 .031 
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説明 分布 

[尖度] 

𝒏𝒊 𝒌 = 𝟑 𝒌 = 𝟒 𝒌 = 𝟔 

MC 𝑾𝟓𝟎 MC 𝑾𝟓𝟎 MC 𝑾𝟓𝟎 

[9.0] 20 .043 .039 .045 .038 .045 .040 

30 .039 .040 .040 .040 .041 .040 

40 .041 .042 .040 .041 .039 .038 

50 .040 .050 .039 .046 .038 .046 

歪んでいて裾が重い 𝜒2(5)  

[5.4] 

10 .040 .039 .046 .040 .048 .039 

20 .040 .043 .040 .040 .042 .039 

30 .039 .047 .042 .044 .043 .042 

40 .040 .046 .041 .044 .039 .042 

50 .037 .047 .038 .047 .040 .048 

指数 

[9.0] 

10 .063 .051 .073 .049 .076 .048 

20 .051 .049 .053 .048 .057 .046 

30 .042 .048 .046 .051 .049 .049 

40 .034 .050 .038 .046 .037 .049 

50 .033 .045 .037 .047 .038 .046 

𝜒2(1)  

[15.0] 

10 .084 .048 .098 .050 .118 .050 

20 .053 .046 .060 .047 .068 .046 

30 .041 .041 .045 .045 .050 .047 

40 .044 .049 .046 .047 .045 .047 

50 .038 .050 .037 .049 .040 .049 

混合正規 CN(0.9, 3) 

[8.3] 

10 .020 .016 .018 .012 .016 .010 

20 .014 .015 .012 .013 .008 .007 

30 .012 .014 .010 .011 .007 .008 

40 .009 .017 .009 .014 .006 .008 

50 .009 .016 .007 .012 .006 .009 

結果は、両方の検定がほとんどの分布で良好な性能を示すことを表しています。シミュレー

トした有意水準のほとんどが目標の0.05に近くなっています。ただし、小さいサンプルが正

規分布および対称的で裾の軽い分布から抽出される場合、シミュレートした有意水準は両方

の検定で保守的（0.05未満）になる傾向があります。これらの分布では、MC検定のシミュレ

ートした有意水準は、検定𝑊50よりも目標有意水準に近くなります。 
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小さいサンプルが裾の重い分布から抽出される場合、検定𝑊50は保守的に、MC検定はリベラ

ルになる傾向があります。MC検定は、小さいサンプルが極端に歪んだ分布から抽出される場

合、さらにリベラルになります。たとえば、サイズ10のサンプルが自由度1のカイ二乗分布

から抽出される場合、MC検定のシミュレートした有意水準は3サンプル、4サンプル、および

6サンプルの計画で、それぞれ0.084、0.098、0.118です。 

どちらの検定も外れ値による影響を受けています。混合正規分布の有意水準は、サンプルサ

イズが50と大きい場合でも、極端に保守的です。 

分析2 
2つ目の分析では、4サンプル計画で2つの手順のタイプIIの誤りの特性（検出力）を評価お

よび比較します。この分析では、分析1のサンプルサイズ20および𝑘 = 4という条件で使用

したものと同じサンプルを使用します。観測値は、1、2、3、または4倍にスケールされま

す。たとえば、1:1:4:4で表される条件では、サンプル1と2の観測値は分析1で使用されたも

のと同じです。サンプル3と4の観測値は4倍にスケールされます。 

比較のために、1:1:1:1の条件を含めます。この条件の結果は、分析1のサイズ20および𝑘 =
4というサンプルで報告されたものと同じであることに注目してください。サイズ20のサン

プルを選んだのは、サイズ20のサンプルを使用した場合、どちらの検定でも、ほとんどの分

布で目標水準に近い達成有意水準が得られることを、分析1の結果が示唆しているためで

す。 

これらの実験のシミュレートした有意水準は、等分散性の帰無仮説の棄却につながるサンプ

ル反復の比率として計算されます。 

表2に結果を示します。 

表2  シミュレートした検出力水準の比較(𝛼 = 0.05) 

説明 分布 

標準偏差比 

1:1:1:1 1:1:2:2 1:2:3:4 1:1:4:4 

MC 𝑾𝟓𝟎 MC 𝑾𝟓𝟎 MC 𝑾𝟓𝟎 MC 𝑾𝟓𝟎 

 正規 .040 .038 .846 .853 .998 .994 1.000 1.000 

対称的で裾が

軽い 

一様 .030 .026 .985 .962 1.000 .999 1.000 1.000 

Beta(3, 3) .036 .027 .938 .916 1.000 .999 1.000 1.000 

対称的で裾が

重い 

ラプラス .058 .043 .597 .629 .931 .921 .996 .998 

𝑡(5)  .045 .038 .657 .703 .952 .949 .997 .998 

歪んでいて裾

が重い 

𝜒2(5)  .040  .040 .625 .704 .949 .949 .996 .999 

指数 .053 .048 .431 .507 .804 .779 .963 .978 

𝜒2(1)  .060 .047 .298 .291 .602 .504 .838 .824 

混合 CN(0.9, 3) .012 .013 .499 .612 .889 .917 .989 .998 

この結果はMC検定と検定𝑊50のタイプIIの誤りの特性（検出力）は同様であることを示唆し

ています。一般に、両方の検定で達成されるシミュレートした検出力水準は、同程度のオー

ダーになります。2つの検定の検出力が0.1以上異なるケースは1つのみです。 
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MC検定のシミュレートした検出力水準は、軽い裾から中程度の裾を持つ対称的な分布からサ

ンプルが抽出される場合、検定𝑊50より少し良くなります。一方、検定𝑊50は、裾の重い分

布から抽出されるサンプルが場合、MC検定より少し強力になるように見えます。 

5. 例 
このセクションでは、グラフによるMC手順と検定𝑊50をOtt et al.（2010）の397ページか

ら取得したデータセットに適用します。  データは次のように説明されています。 

ある鋳造会社に、蝋型に流し込む前に原材料を加熱する窯がいくつかありま
す。これらの金属をほとんど変動がない精密な温度にまで加熱することが非
常に重要です。3つの窯がランダムに選択され、連続する10回の加熱で、非

常に正確に温度（℃）が記録されます。収集されたデータは、次のとおりで
す。 

窯1 1670.87 1670.88 1671.51 1672.01 1669.63 1670.95 1668.70 1671.86 1669.12 1672.52 

窯2 1669.16 1669.60 1669.76 1669.18 1671.92 1669.69 1669.45 1669.35 1671.89 1673.45 

窯3 1673.08 1672.75 1675.14 1674.94 1671.33 1660.38 1679.94 1660.51 1668.78 1664.32 

図1に、各窯の温度の箱ひげ図を示します。この箱ひげ図は、記録された温度には外れ値が

ないこと、および窯3の温度の変動性は窯1または窯2とは異なることを示唆しています。 

 

図1  窯の温度の箱ひげ図（℃） 
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図2は、同じデータのMC区間、および全体MC検定と検定𝑊50（凡例にはLeveneの検定と表

記）の結果を示しています。両方の検定の有意なp値は、温度の変動性が3つの窯で異なるこ

とを示しています。重なり合っていないMC区間から、窯1の変動性が窯2または窯1とは異な

ることが確認できます。窯1、窯2、窯3のMC区間は、それぞれ(0.896, 2.378)、

(1.072, 2.760)、(4.366, 12.787)です。 

 

図2  MC検定と検定𝑊50（Leveneの検定）のMC区間とp値 

6. 結論 
全体的に、シミュレーションの結果は、複数の小さいサンプルを使用する計画の場合、MC検

定の性能は検定𝑊50の性能と同様であることを示しています。MC検定は軽い裾から中程度の

裾を持つ対称的な分布またはほぼ対称的な分布により適しているの対し、検定𝑊50は大きく

歪んだ分布や裾の重い分布からデータが抽出される場合に適していると考えられます。MC手

順の明らかな利点の1つは、標準偏差の等質性の全体検定が有意である場合に、異なる標準

偏差または分散を持つサンプルのスクリーニングに使用できる強力な視覚的ツールになると

いうことです。グラフによるMC手順はMinitabのリリース17で使用できます。 

7. 付録 
2サンプル計画でのLayardの検定のBonett（2006）による調整では、次のとき、かつそのと

きに限り、等分散性の帰無仮説が棄却されます。 

|ln(𝑐1𝑆1
2) − ln(𝑐2𝑆2

2)| > 𝑧𝛼/2𝑠𝑒 

または同等の 

|ln(𝑐𝛼/2 𝑆1
2 /𝑆2

2)| > 𝑧𝛼/2𝑠𝑒 
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ここで  

𝑠𝑒 = √
𝛾12 − 𝑘1

𝑛1 − 1
+

𝛾12 − 𝑘2

𝑛2 − 1
 

𝑐𝛼/2 =
𝑐1

𝑐2
=

𝑛1

𝑛1 − 𝑧𝛼/2

𝑛2 − 𝑧𝛼/2

𝑛2
 

したがって、計画がバランス型の場合、𝑐𝛼/2 = 1で、検定のp値は単純に次のように求めら

れます。 

𝑃 = 2 Pr(𝑍 > |𝑍0 |) 

ここで 

𝑍0 =
ln(𝑆1

2) − ln(𝑆2
2)

𝑠𝑒
 

計画がアンバランス型の場合、𝑃 = 2 min(𝛼𝐿 , 𝛼𝑈)で、ここで 

𝛼𝐿は次の方程式の𝛼の最小の解です。 

exp[ln(𝑐𝛼𝑆1
2/𝑆2

2) − 𝑧𝛼𝑠𝑒] = 1  (1) 

また𝛼𝑈は次の方程式の最小の解𝛼です。 

exp[ln(𝑐𝛼𝑆1
2/𝑆2

2) + 𝑧𝛼𝑠𝑒] = 1  (2) 

これらの方程式を𝛼について解く方法は、最初に𝑧 ≡ 𝑧𝛼について方程式を解き、次に𝛼 =

Pr(𝑍 > 𝑧)を求めます。ここで、確率変数𝑍は、標準正規分布に従います。これらの方程式を

解く方法を説明する前に、方程式(1)は方程式𝐿(𝑧) = 0として、書き換えることができま

す。ここで 

𝐿(𝑧, 𝑛1, 𝑛2, 𝑆1, 𝑆2) = ln
𝑛1

𝑛2
+ ln

𝑛2 − 𝑧

𝑛1 − 𝑧
− 𝑧 𝑠𝑒 + ln

𝑆1
2

𝑆2
2 , 𝑧 < min(𝑛1, 𝑛2) 

同様に、方程式（2）は方程式𝑈(𝑧) = 0と同等です。ここで 

𝑈(𝑧, 𝑛1, 𝑛2, 𝑆1, 𝑆2) = ln
𝑛1

𝑛2
+ ln

𝑛2 − 𝑧

𝑛1 − 𝑧
+ 𝑧 𝑠𝑒 + ln

𝑆1
2

𝑆2
2 , 𝑧 < min(𝑛1, 𝑛2) 

𝐿(𝑧, 𝑛2, 𝑛1, 𝑆2, 𝑆1) = −𝑈(𝑧, 𝑛1, 𝑛2, 𝑆1, 𝑆2)であることに留意します。その結果、2つの関数の一

方のみの根を求める必要があります。 

方程式（1）または（2）を解くアルゴリズムは、次の結果から導出されます。 

結果 
𝑛1, 𝑛2, 𝑆1と𝑆2が任意で、固定されているとします。アンバランス型計画では、関数
𝐿(𝑧, 𝑛1, 𝑛2, 𝑆1, 𝑆2)の根の数は多くても2つです。 

4. 𝑛1 < 𝑛2の場合、𝐿(𝑧, 𝑛1, 𝑛2, 𝑆1, 𝑆2)は凸です。これは𝐿(−∞, 𝑛1, 𝑛2, 𝑆1, 𝑆2) =

𝐿(𝑛1, 𝑛1, 𝑛2, 𝑆1, 𝑆2) = +∞を満たし、次で最小値に達します。 

𝑧𝑚 =
𝑛1 + 𝑛2 − √(𝑛1 − 𝑛2)(𝑛1 − 𝑛2 −

4
𝑠𝑒)

2
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したがって、𝐿(𝑧𝑚, 𝑛1, 𝑛2, 𝑆1, 𝑆2) ≤ 0の場合、根は2つあります。1つは区間(−∞
, 𝑧𝑚]、もう1つは区間[𝑧𝑚, 𝑛1)にあります。一方、𝐿(𝑧𝑚, 𝑛1, 𝑛2, 𝑆1, 𝑆2) > 0の場合、関数
𝐿(𝑧, 𝑛1, 𝑛2, 𝑆1, 𝑆2)に根はありません。 

5. 𝑛1 > 𝑛2の場合、𝐿(𝑧, 𝑛1, 𝑛2, 𝑆1, 𝑆2)は+∞から−∞へ単調に減少するため、一意な根が

あります。𝐿(0, 𝑛1, 𝑛2, 𝑆1, 𝑆2) = 𝑙𝑛 𝑆1
2/𝑆2

2 ≥ 0の場合、根は区間[0, 𝑛2)にあり、それ以

外の場合は、根は区間(−∞, 0)にあります。 

証明 
以下では、𝐿(𝑧) ≡ 𝐿(𝑧, 𝑛1, 𝑛2, 𝑆1, 𝑆2)とします。 

最初に、𝑛1 < 𝑛2の場合、𝐿(𝑧)が凸で、次で最小値に達することを証明します。 

𝑧𝑚 =
𝑛1 + 𝑛2 − √(𝑛1 − 𝑛2)(𝑛1 − 𝑛2 −

4
𝑠𝑒

)

2
 

すでに定義したように、 

𝐿(𝑧) = ln
𝑛1

𝑛2
+ ln

𝑛2 − 𝑧

𝑛1 − 𝑧
− 𝑧 𝑠𝑒 + ln

𝑆1
2

𝑆2
2 , 𝑧 < min(𝑛1, 𝑛2) 

です。次に、 lim
z→−∞

𝐿(𝑧) = + ∞および  

lim
z→min (𝑛1,𝑛2)

𝐿(𝑧) = {
+∞ ( 𝑛1 < 𝑛2)

−∞ (𝑛2 < 𝑛1)
 

です。また、𝐿(𝑧)の導関数は 

−
(𝑛1 − 𝑧)(𝑛2 − 𝑧)

𝑠𝑒
𝐿′(𝑧) = 𝑧2 − (𝑛1 + 𝑛2)𝑧 + 𝑛1𝑛2 +

𝑛1 − 𝑛2

𝑠𝑒
 

を満たすという点に留意します。 

𝑄(𝑧) = −
(𝑛1 − 𝑧)(𝑛2 − 𝑧)

𝑠𝑒
𝐿′(𝑧) 

とします。𝑛1 < 𝑛2の場合、2次式𝑄(𝑧)には次のように与えられる2つの根があります。 

𝑧1 =
𝑛1 + 𝑛2 − √(𝑛1 − 𝑛2)(𝑛1 − 𝑛2 −

4
𝑠𝑒)

2
  

および 

𝑧2 =
𝑛1 + 𝑛2 + √(𝑛1 − 𝑛2)(𝑛1 − 𝑛2 −

4
𝑠𝑒)

2
 

𝑄(𝑛1) =
𝑛1−𝑛2

𝑠𝑒
< 0の場合、(−∞, 𝑧1)の𝑧は𝑄(𝑧) > 0、(𝑧1, 𝑛1)の𝑧は𝑄(𝑧) < 0となるような𝑧1 <

𝑛1 = min (𝑛1, 𝑛2) < 𝑧2が得られます。したがって、(−∞, 𝑧1)の𝑧は𝐿′(𝑧) < 0、(𝑧1, 𝑛1)の𝑧は

𝐿′(𝑧) > 0ということになります。ゆえに、𝐿(𝑧)は領域(−∞, min(𝑛1, 𝑛2))上で凸で、𝑧1 ≡ 𝑧𝑚

で最小値に達します。 

𝑛1 > 𝑛2の場合、2つのケースがあります。𝑛1 − 𝑛2 > 4/𝑠𝑒であるケースと 
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0 < 𝑛1 − 𝑛2 < 4/𝑠𝑒であるケースです。1番目のケースでは、𝑧1と𝑧2は、𝑛2 = min(𝑛1, 𝑛2) <

𝑧1 < 𝑧2となるような𝑄(𝑧)の根です （𝑛2 −
𝑧1+𝑧2

2
=

𝑛2−𝑛1

2
< 0であるため）。ゆえに、領域(−

∞, min(𝑛1, 𝑛2))の𝑧は𝑄(𝑧) > 0です。2番目のケースでは、𝑄(𝑧)には領域上で𝑄(𝑧) > 0となる

ような根はありません。 

したがって、𝑛1 > 𝑛2の場合、𝐿(𝑧)が+∞から−∞へ単調に減少するような𝐿′(𝑧) < 0です。 
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