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RESUMEN

Se proporciona un nuevo procedimiento grafico para comparaciones multiples de k
desviaciones estandar. Como prueba de homogeneidad de las varianzas, el nuevo
procedimiento tiene propiedades similares con respecto a los errores Tipo | y Tipo como la
version de Brown y Forsythe (1974) de la prueba de Levene (1960), W;,. Sin embargo, la
representacion grafica asociada con la prueba de comparaciones multiples proporciona una util
herramienta visual para cribar muestras con diferentes desviaciones estandar.

Términos de indice: homogeneidad de varianzas, prueba de Levene, prueba de Brown-Forsythe,
prueba de Layard, comparaciones multiples

1. Introduccion

La modificacion de Brown y Forsythe (1974) de la prueba de Levene (1960), conocida
comunmente como prueba Ws,, es quizas uno de los procedimientos mas utilizados para probar
la homogeneidad (igualdad) de las varianzas. En parte, la prueba W5, es popular porque es
robusta y es asintoticamente independiente de la distribucion. Comparada con otras pruebas de
la homogeneidad de las varianzas, la prueba W5, también es facil de calcular. (Para una
comparacién de este tipo de pruebas, consulte Conover et al. (1981).) Ademas, la prueba W;, es
muy accesible porque esta disponible en muchos paquetes de software de herramientas
estadisticas como SAS, Minitab, Ry JMP.

WWW.MINITAB.COM



Sin embargo, para algunas distribuciones, la potencia de la prueba W, puede ser muy baja,
particularmente en las muestras pequefas. Por ejemplo, Pan (1999) indica que para algunas
distribuciones, incluyendo la distribucién normal, la prueba Ws, podria no tener suficiente
potencia para detectar diferencias entre dos desviaciones estandar, independientemente de la
magnitud de las diferencias. No esta claro en el analisis de Pan si la misma limitacion se aplicaria
a disefios de multiples muestras. Se podria esperar que esta limitacion no se aplicara a disefios
con mas de dos muestras, simplemente porque esos disefios suelen incluir mas datos que los
disefios de dos muestras. La prueba Wy, se caracteriza por tener buenas propiedades con
muestras grandes (Miller, 1968; Brown y Forsythe, 1974; Conover et al.,, 1981).

Se ha vuelto una practica comun realizar un procedimiento de comparacién simultanea en
parejas basado en una correccion de multiplicidad de Bonferroni después de una prueba Ws,
significativa. Sin embargo, como lo sefiala Pan (1999), es probable que este enfoque falle o
produzca resultados engafiosos debido a la baja potencia de la prueba W5, en los disefios de
dos muestras. Usar la correccion de Bonferroni empeora el problema porque es conservadora,
sobre todo cuando el nimero de comparaciones en parejas es grande. En cambio, existen
muchos procedimientos de comparaciones multiples eficaces para comparar las medias
siguiendo un ANOVA de un solo factor. Para ver ejemplos, consulte Tukey (1953), Hochberg et
al. (1982) y Stoline (1981). Un analisis post-hoc analogo de las comparaciones entre las varianzas
de las muestras seria Util.

En este trabajo, proponemos un método grafico para comparar las varianzas (o desviaciones
estandar) de multiples muestras. El analisis se basa en “intervalos de incertidumbre” para las
varianzas que son similares a los intervalos de incertidumbre descritos por Hochberg et al.
(1982) para las medias. En primer lugar, un procedimiento de comparaciones multiples en
parejas se basa en la version modificada por Bonett (2006) de la prueba de Layard (1973) para la
igualdad de las varianzas para disefios de dos muestras. La correccion de multiplicidad utilizada
en las comparaciones en parejas se basa en una generalizacidén para muestras grandes del
método de Tukey-Kramer (Tukey, 1953; Kramer, 1956), propuesta por Nakayama (2009). Los
intervalos de incertidumbre, a los que nos referimos como “intervalos de comparaciones
multiples” o “intervalos de CM", se derivan del procedimiento de comparaciones en parejas
utilizando el mejor procedimiento aproximado descrito por Hochberg et al. (1982). La prueba de
CM resultante rechaza la hipétesis nula si, y solo si, al menos un par de intervalos de CM no se
superpone. Los intervalos de CM que no se superponen identifican las muestras que tienen
varianzas (o desviaciones estandar) significativamente diferentes.

Realizamos estudios de simulacion para evaluar las propiedades de la prueba de CM con
muestras pequenas. Para efectos de comparacion, también incluimos la prueba W5, en los
estudios de simulacion.
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2. Procedimiento grafico de
comparaciones multiples

Supongamos que Yy, ..., Yin,, -, Y1, -, Yien, SON k muestras independientes, donde cada una de
las muestras es independiente y esta distribuida idénticamente con media E(Y;;) = y; y varianza
Var(Y;;) = 6? > 0. Ademas, supongamos que las muestras provienen de poblaciones con una
curtosis comin y = E(Y — p)*/o* < oo.

Ademas, supongamos que Y; y S; son la media y la desviacion estandar de la muestra i,
respectivamente. Supongamos que m; es la media recortada de la muestra i con proporcién de
recorte 1/[2,/n; — 4] y supongamos que 7;; es un estimador agrupado de la curtosis de las
muestras (i, j) calculado como

: n; 4
Y g —m*+ X2 (Y — my)

_ n; 121°
[Z{il(Yﬂ -2+ XY - Yl)z]

Vi = (ni +ny)

Y (Y —m)* + Zf’il(le - mj)4
[(n; = DSF + (ny — 1)51'2]2

= (n; + )

Tenga en cuanta que 7;; es asintéticamente equivalente al estimador agrupado de la curtosis de
Layard (1973) en el que la media de la muestra Y; ha se remplazado por la media recortada m;.
Por lo tanto, 7;; es un estimador consistente de la curtosis comun desconocida y, siempre y
cuando las varianzas de las poblaciones sean iguales. Bonett (2006) propone este estimador en
lugar del estimador agrupado de la curtosis de Layard para mejorar el desempefio de la prueba
de Layard con muestras pequefas en problemas de dos muestras. En este trabajo, nos referimos
a la version modificada por Bonett (2006) de la prueba de Layard simplemente como la prueba
de Bonett.

Supongamos que hay mas de dos grupos o muestras independientes que comparar (k > 2). La
procedimiento grafico de comparaciones multiples que proponemos se deriva de las
comparaciones multiples en parejas que se basan en la prueba de Bonett. Un enfoque
alternativo consiste en basar las comparaciones en parejas en la prueba W;,. Sin embargo, en
los disefios de dos muestras, el desempefio de potencia de la prueba Wy, resulta problematico
para algunas distribuciones, incluyendo la distribucion normal (Pan, 1999). Por otra parte, Banga
y Fox (2013) indican que los intervalos de confianza para la relacion de las varianzas que se
basan en la prueba de Bonett por lo general son superiores a los que se basan en la prueba
Wso.
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Dado un par cualquiera (i, j) de muestras, una prueba bilateral de Bonett con nivel de
significancia a’ rechaza la hipotesis nula de igualdad de varianzas sy, y solo si,

)//\ij_ki_l_)//\ij_kj
Tli—l le—l

|In(c;S?) = In(g;SP| > Zayz j

donde z,,, es el punto percentil a’/2 x 100 superior de la distribucion normal estandar.

ki = n; — 3 ke = le -3 o= n; o= le
i - ) ] - )] L - _ ] _] - _
n; le n; Z(x/Z Tl]‘ Z(x/Z

Puesto que hay comparaciones multiples en parejas, exactamente k(k — 1)/2 comparaciones, es
necesario un ajuste de la multiplicidad. Por ejemplo, si se da un nivel de significancia objetivo
general o por familia, «, entonces un enfoque comun, conocido como la correccién de
Bonferroni, es elegir el nivel de significancia de cada una de las k(k — 1)/2 comparaciones en
parejas, @' = 2a/(k(k — 1)). Sin embargo, es bien sabido que la correccién de Bonferroni
produce procedimientos de comparacion en parejas cada vez mas conservadores a medida que
aumenta el nimero de muestras que se compara. Un enfoque alternativo y mas adecuado es el
propuesto por Nakayama (2009) y se basa en una aproximacion para muestras grandes del
método de Tukey-Kramer (Tukey, 1953; Kramer, 1956). Especificamente, la prueba general de
comparaciones multiples en parejas es significativa si, y solo si, lo siguiente es cierto para
algunos pares (i,j) de muestras:

V.. — k: V.. —k:
lIn(c;S2) — In(g;$2)| > e JVU i Vi =k

2 |In—1 n—1
i i

donde g, x es el punto a superior del rango de k variables aleatorias normales estandar
independientes y distribuidas idénticamente. Es decir, q,  satisface

Pr (1511i1<%}ék|2i — Zj| < qa,k) =1l-«a

donde Z;, ..., Z son variables aleatorias normales estandar independientes y distribuidas
idénticamente. Barnard (1978) proporciona un algoritmo numérico simple basado en una
cuadratura gaussiana de 16 puntos para calcular la funcién de distribucion del rango normal.

Como lo sugiere Hochberg et al. (1982), un procedimiento grafico de comparaciones multiples
que se aproxime al procedimiento de comparaciones multiples en parejas descrito
anteriormente rechazaria la hipotesis nula si, y solo si,

|In(c;S?) = In(¢;SH)| > qap(V; + V)/V2

donde las V; se seleccionan para minimizar lo siguiente:

ZZ(Vi +V; = by)’

i#j
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donde

b = ?ij—ki_l_)?ij—kj
U ni—l le—l

La solucion de este problema, como se ilustra en Hochberg et al. (1982), es elegir
v (k=1 Xjzibij — X X1<j<i<k bji
' (k—1)(k—2)
Se deduce que una prueba de homogeneidad de varianzas basada en este procedimiento

aproximado rechaza la hipétesis nula si, y solo si, al menos un par de los intervalos indicados a
continuacion no se superponen:

[Si\/Ciexp(_Qa,kVi/\/E ) 'Si\/ci exp(qa’,kVi/\/z) =1,k

El procedimiento grafico de CM consiste en mostrar estos intervalos en una grafica para
identificar visualmente las muestras con intervalos que no se superponen. Ademas, se puede
determinar el valor p de la prueba general de homogeneidad de varianzas (o desviaciones
estandar). En la siguiente seccion, proporcionamos los algoritmos detallados para calcular el
valor p. Pero antes queremos sefalar cierta informacion basica acerca del procedimiento de CM.

OBSERVACION

1. El estimador agrupado de la curtosis, ¥;;, basado en el par (i, j) de muestras, podria
haberse remplazado por el estimador agrupado de curtosis general, basado en las k
muestras. Aunque este enfoque simplifica relativamente los calculos, resultados de la
simulacion que no se muestran aqui indican que al usar 7;;, se obtienen mejores

resultados.

2. Elintervalo correspondiente a la muestra i no es un intervalo de confianza para la
desviacion estandar de la poblacion original de la muestra. Hochberg et al. (1982) se
refieren a dicho intervalo como un “intervalo de incertidumbre”. Nosotros nos referimos
al mismo como un “intervalo de comparacion multiples” o un “intervalo de CM". Los
intervalos de CM solo son utiles para comparar las desviaciones estandar o varianzas de
los diseflos de multiples muestras.
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3. Los intervalos de CM que se describen en este documento solo pueden utilizarse para
comparar mas de dos desviaciones estandar. Cuando hay solamente dos muestras, los
intervalos de comparacion pueden construirse, pero transmiten la misma informacion
que proporcionan los resultados de la prueba. Resulta mucho mas informativo construir
un intervalo de confianza para la relacion de las desviaciones estandar, como el descrito
por Banga y Fox (2013) y provisto con el comando Varianza de dos muestras de Minitab.

3.Valor p del método grafico de
comparaciones multiples

Antes de describir el algoritmo para calcular el valor p del método grafico de CM, derivaremos
el valor p asociado con la modificacién de Bonett (2006) de prueba de Layard en disefios de dos
muestras. Posteriormente mostraremos como aplicar los resultados de los disefios de dos
muestras al procedimiento de comparaciones multiples.

3.1 Valor p en disenos de dos muestras

Como se menciono anteriormente, el ajuste de Bonett (2006) de la prueba de Layard en disefios
de dos muestras rechaza la hipétesis nula de homogeneidad de varianzas si, y solo si,

IIn(c15%) — In(c2S2)| > z4/25€
o de manera equivalente
|In(cayz ST /S| > 2zay2se
donde

se = ?12_k1+),/\12_k2
Tll—l n2_1

(&1 ny Ny = Zg2

C2 My = 2Zgy2 n;

Bonnet introdujo la constante ¢,/, como un ajuste en muestras pequefas para mitigar el efecto
de las probabilidades de error de colas desiguales en disefios no balanceados de muestras
pequefas. Sin embargo, el efecto de la constante es insignificante en los disefios no
balanceados de muestras grandes y la constante no tiene ningun efecto en los disefios
balanceados.

Se deduce que, si el disefio es balanceado, entonces el valor p de la prueba bilateral para la
homogeneidad de varianzas simplemente se calcula como

P=2Pr(Z> |2
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donde

In(S7) — In(S3)
ZO =

se

Si el disefio no es balanceado, entonces P = 2 min(a,, ay), donde «; es la solucion mas
pequefa para a en la ecuacioén,

exp[In(c,S?/S%) — z,se] = 1 (1
y ay es la solucion mas pequefia para a en la ecuacion,
exp[In(c,S?/S%) + z,se] = 1 )

Los algoritmos para hallar a; y a; se especifican abajo. Los detalles matematicos de los
algoritmos se presentan en la seccion Apéndice.

Supongamos que

ny 512 .
L(z,n,n,, 8,5, =In—+1n —zse+1In—,z < min(n,,n
(z,n1,12,51,52) - g s? (ny,ny)

n, —

Supongamos ademas que

4
ng +ny _\/(nl —ny)(ny —ny —Q)

Zm 2

Las soluciones a; y ay se calculan en los siguientes pasos:
Caso 1:ny <n,
e Calcular z,, como se proporciona en el resultado anterior y evaluar L(z,,, n1,n,,51,S,).

e SiL(zy,) <0, entonces hallar la raiz, z;, de L(z,nq,n,,5;1,5,) en el intervalo, (=, z,,] y
calcular a; = Pr (Z > z,).

e SiL(zy,) >0, entonces la funcion L(z,n,n,,S;,S,) no tiene raiz. Establecer a; = 0.0.
Caso 2:ny > n,
e Calcular L(0,n4,1n,,5;,S,) =InS?/S2.

e SiL(0,nq4,n,,5,S,) =0, entonces hallar la raiz, z,, de L(z,n,,n,,5;,5,) en el intervalo
[0,n;); de lo contrario, hallar la raiz z; en el intervalo (=, 0).

e Calculara;, =Pr(Z > z;).

Para calcular ay, simplemente aplicamos los pasos anteriores usando la funcion,
L(z,n,,n4,S,,51), en lugar de la funcién, L(z,nqy,n,,51,55).

3.2 Valor p de las comparaciones multiples graficas

Partiendo del supuesto de que hay k (k > 2) muestras en el disefio, supongamos que P;; es el
valor p de la prueba asociada con cualquier par (i, j) de muestras. Recordemos que la prueba de
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comparaciones multiples rechaza la hipdtesis nula de la homogeneidad de varianzas si, y solo si,
al menos un par de los k intervalos de comparacion no se superpone. Se deduce que el valor p
general asociado con el procedimiento de comparaciones multiples es

Para calcular P;;, ejecutamos el algoritmo de los disefios de dos muestras usando

jr
se=V;+V;
donde V; es como se definié anteriormente.
Sin; # n;, entonces
P = min(a;, ay)
donde a;, = Pr (Q > z,V2), ay = Pr (Q > zyV/2), z, es la raiz mas pequefia de la funcion,
L(z,n;,n;,5,5;), zy es la raiz mas pequefia de la funcion, L(z,n;,n;,S;,S;), y Q es una variable

aleatoria que se definié con anterioridad. Para hallar las cantidades z; y zy, se aplica el
algoritmo de disefio de dos muestras descrito anteriormente al par (i,j) de muestras.

Sin; = n;, entonces P;; = Pr (Q > |2,|v2), donde

lnSiz—lnSj2
=Ty V;

4, Estudio de simulacion y resultados

Se realizan dos estudios principales de simulacién para investigar el desempefo de la prueba de
CM en muestras pequefias como prueba general para la homogeneidad de las varianzas. Todas
las simulaciones se realizaron utilizando la Version 8 del paquete de software Mathematica.

Estudio 1

El primer estudio esta disefiado para evaluar y comparar las propiedades de error Tipo | de la
prueba de CM y la prueba Ws,. Comparamos el desempefio de las dos pruebas con muestras
provenientes de diversas distribuciones en tres disefios diferentes: un disefio de 3 muestras, un
disefio de 4 muestras y un disefio de 6 muestras. En cada disefio, los tamafos de las muestras
varian de 10 a 50 en incrementos de 10. Las muestras se extraen de las siguientes distribuciones
originales:

e la distribucion normal

e distribuciones simétricas de colas livianas, representadas por la distribucion uniforme y
una distribucion Beta con parametros de (3, 3)

e distribuciones simétricas de colas pesadas, representadas por una distribucion t con 5
grados de libertad (t(5)) y la distribucién de Laplace
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e distribuciones asimétricas y de colas pesadas, representadas por la distribucion
exponencial, una distribucion de chi-cuadrado con 1 grado de libertad (¥?(1)) y una
distribucién de chi-cuadrado con 5 grados de libertad (y2(5))

e una distribucion contaminada CN(0.9, 3) para la cual el 90% de las observaciones se
extrae de la distribucion normal estandar y el 10% restante se extrae de una poblacién
normal con una media de 0 y una desviacion estandar de 3.

Cada simulacién consiste en 10,000 réplicas de muestra. El nivel @ nominal objetivo es 0.05. El
error de simulacion es aproximadamente 0.002. Los niveles de significancia simulados para cada
prueba se indican en la tabla 1.

Tabla 1 Comparacion de los niveles de significancia simulados ((«¢ = 0.05)

Descripcion Distribucion n; k=3 k=4 k=6
[Curtosis]
CM Wso CM Wso CM Wso
Normal Normal 10 .038 .033 .038 .031 .036 .029
=0l 20 .039 .038 .040 .038 .041 .033
30 .043 .041 .044 .038 .046 .039
40 .046 .043 .046 .041 .048 .041
50 .046 .046 .046 .044 .052 .047
Simétrica con colas livianas  Uniforme 10 .029 .029 .025 .024 .023 .020
el 20 .028 .026 .030 .026 .028 .023
30 .037 .035 .034 .032 .034 .030
40 .038 .037 .037 .037 .035 .033
50 .041 .041 .036 .036 .036 .036
Beta(3, 3) 10 .031 .032 .031 .029 .031 .025
[2.5] 20 .035 .031 .036 .027 .037 .026
30 .041 .035 .037 .034 .037 .032
40 .040 .036 .039 .035 .040 .033
50 .044 .039 .044 .037 .044 .035
Simétrica con colas Laplace 10 .056 .038 .063 .041 .071 .039
pesadas [6.0]
20 .054 .044 .058 .043 .059 .041
30 .051 .042 .053 .043 .052 .044
40 .048 .045 .048 .045 .048 .046
50 .045 .045 .051 .046 .049 .047
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Descripcion
[Curtosis]

t(5) 10
[9.0] 20
30
40
50
Asimétrica con colas x%(5) 10
pesadas [5.4] 20
30
40
50
Exponencial 10
[9.0] 20
30
40
50
x*() 10
[15.0] 20
30
40
50
Normal contaminada CN(0.9, 3) 10

[8.3] 20
30
40

50

Distribucion n;

CcM

.042

.043

.039

.041

.040

.040

.040

.039

.040

.037

.063

.051

.042

.034

.033

.084

.053

.041

.044

.038

.020

.014

.012

.009

.009

.032

.039

.040

.042

.050

.039

.043

.047

.046

.047

.051

.049

.048

.050

.045

.048

.046

.041

.049

.050

.016

.015

.014

.017

.016

CcM

.044

.045

.040

.040

.039

.046

.040

.042

.041

.038

.073

.053

.046

.038

.037

.098

.060

.045

.046

.037

.018

.012

.010

.009

.007

.031

.038

.040

.041

.046

.040

.040

.044

.044

.047

.049

.048

.051

.046

.047

.050

.047

.045

.047

.049

.012

.013

.011

.014

.012

k=6
CcM Wi
.042 .031
.045 .040
.041 .040
.039 .038
.038 .046
.048 .039
.042 .039
.043 .042
.039 .042
.040 .048
.076 .048
.057 .046
.049 .049
.037 .049
.038 .046
.118 .050
.068 .046
.050 .047
.045 .047
.040 .049
.016 .010
.008 .007
.007 .008
.006 .008
.006 .009

Los resultados revelan que ambas pruebas funcionan adecuadamente para la mayoria de las
distribuciones. La mayoria de los niveles de significancia simulados esta cerca del objetivo de

0.05. Sin embargo, los niveles de significancia simulados de ambas pruebas tienden a ser
conservadores (inferiores a 0.05) cuando se extraen muestras pequefias de distribuciones
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normales y simétricas con colas livianas. Para estas distribuciones, los niveles de significancia
simulados de la prueba de CM estan mas cerca del nivel de significancia objetivo que los de la
prueba Ws.

Cuando se extraen muestras pequefas de distribuciones de colas pesadas, la prueba Wg, tiende
a ser conservadora y la prueba de CM tiende a ser liberal. La prueba de CM es aln mas liberal
cuando se extraen muestras pequefias de distribuciones extremadamente asimétricas. Por
ejemplo, cuando se toman muestras con un tamafio 10 de una distribucién de chi-cuadrado con
1 grado de libertad, los niveles de significancia simulados para la prueba de CM son 0.084, 0.098
y 0.118 para los disefios de 3, 4 y 6 muestras, respectivamente.

Ambas pruebas estan influenciadas por valores atipicos. Los niveles de significancia para la
distribuciéon normal contaminada son extremadamente conservadores, incluso cuando los
tamafos de las muestras son tan grandes como 50.

Estudio 2

El segundo estudio evalla y compara las propiedades de error Tipo Il (potencia) de los dos
procedimientos en un disefio de 4 muestras. Para este estudio empleamos las mismas muestras
gue usamos para las muestras con un tamafo de 20 y la condicion k = 4 en el estudio 1. Las
observaciones se escalan por un factor de 1, 2, 3 6 4. Por ejemplo, en la condicién denotada
como 1:1:4:4, las observaciones de las muestras 1y 2 son las mismas que se usaron en el
estudio 1. Las observaciones de las muestras 3 y 4 se escalan por un factor de 4.

Incluimos la condicién 1:1:1:1 para efectos de comparacion. Observe que los resultados para
esta condicidn son los mismos que se indicaron en el estudio 1 para las muestras con un
tamafo de 20 y k = 4. Elegimos las muestras con un tamafo de 20 porque los resultados del
estudio 1 sugieren que, para ambas pruebas, las muestras con un tamafio de 20 producen
niveles de significancia alcanzados que estan cerca del nivel objetivo para la mayoria de las
distribuciones.

Los niveles de potencia simulada en estos experimentos se calculan como la proporcion de
réplicas de muestra que conduce a rechazos de la hipotesis nula de homogeneidad de
varianzas.

Los resultados se muestran en la tabla 2.

Tabla 2 Comparacion de los niveles de potencia simulados (a = 0.05)

Relacion de desviaciones estandar

Descripcion Distribucion 1:1:1:1 1:1:2:2 1:2:3:4 1:1:4:4
CcM Wso CM Wso CM Wso CM Wso
Normal .040 .038 .846 .853 .998 994 | 1.00 1.00
Uniforme .030 .026 .985 962  1.00 999 | 1.00 1.00

Simétrica con
colas livianas  gety(3, 3) .03  .027  .938  .916  1.00 999  1.00  1.00
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Relacion de desviaciones estandar

Descripcion  Distribucion 1:1:1:1 1:1:2:2 1:2:3:4 1:1:4:4
cM Wse CM Wso CM Wso CM Wso
Simétrica con  Laplace 058  .043 597 629  .931 921 996  .998
colas pesadas (5 .045 .038 657 703 952 .949 .997 .998
x2(5) 040  .040 = .625  .704  .949  .949 996  .999
Asimetrica con g, 5 encial 053  .048 431 507 804 .779 .93  .978
colas pesadas
¥2(1) 060  .047 298 291  .602  .504  .838  .824
Contaminada  CN(0.9, 3) 012  .013 499 612  .889  .917  .989  .998

Los resultados sugieren que las propiedades de error Tipo Il (potencia) de la prueba de CM y la

prueba Ws, son similares. En general, los niveles de potencia simulada logrados con ambas
pruebas son del mismo orden de magnitud. Solamente en un caso la potencia de las dos
pruebas difiere por mas de 0.1.

Los niveles de potencia simulada para la prueba de CM son ligeramente mejores que los de |
prueba Ws, cuando las muestras provienen de distribuciones simétricas con colas de livianas

a
a

moderadas. Por otro lado, la prueba W;, parece ser ligeramente mas potente que la prueba de

CM cuando las muestras provienen de distribuciones con colas pesadas.

5.Ejemplo

En esta seccion, aplicamos el procedimiento grafico de CM y la prueba W5, a un conjunto de

datos tomado de Ott et al. (2010), pagina 397. Los datos se describen de la siguiente manera:

Una empresa de fundicion tiene varios hornos en los que calienta las materias
primas antes de vaciarlas en un molde de cera. Es muy importante que estos
metales se calienten a una temperatura precisa con muy poca variacion. Se
seleccionan tres hornos de forma aleatoria y se registran sus temperaturas (°C) con
mucha exactitud en 10 calentamientos sucesivos. Los datos recolectados son los
siguientes:

Horno1l 1670.87 1670.88 1671.51 1672.01 1669.63 1670.95 1668.70 1671.86 1669.12 1672.52
Horno 2 1669.16 1669.60 1669.76 1669.18 1671.92 1669.69 1669.45 1669.35 1671.89 1673.45
Horno 3 1673.08 1672.75 1675.14 1674.94 1671.33 1660.38 1679.94 1660.51 1668.78 1664.32
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La figura 1 muestra graficas de caja de las temperaturas para cada horno. Las gréaficas de caja

sugieren que no existen valores atipicos en las temperaturas registradas y que la variabilidad de

la temperatura para el horno 3 es diferente de la del horno 1 o el horno 2.

Grafica de caja de Horno 1, Horno 2, Horno 3

- -

Homo 2- [

Ihmj- _

T
1660 1665 1670 1675 1680
Datos

Figura 1 Graficas de caja de la temperatura del horno (°C)
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La figura 2 muestra los intervalos de CM para los mismos datos, asi como los resultados de la
prueba general de CM y la prueba Ws,, que se menciona en la leyenda como la prueba de
Levene. Los valores p significativos para ambas pruebas indican que la variabilidad de las
temperaturas es diferente en los tres hornos. Los intervalos de CM que no se superponen
confirman que la variabilidad del horno 3 es diferente de la del horno 2 o el horno 1. Los
intervalos de CM son (0.896,2.378), (1.072,2.760) y (4.366,12.787) para los hornos 1,2y 3,
respectivamente.

Prueba de varianzas iguales: Horno 1, Horno 2, Horno 3
Multiples intervalos de comparacion para la desviacion estandar, oo = 0.05

Comparaciones mualtiples
Valor p 0001

Horno 14 |_| Prueba de Levene

Valor p 0,002

Horno 2 - |—|

Harmg 3 - | |

T
0 2 4 & g 10 12 14

A los intervalos no se sobreponen, las Desv.Est, correspondientes son significativamente diferenies

Figura 2 Intervalos de CM y valores p para la prueba de CM y la prueba W5, (prueba de Levene)

6. Conclusion

En general, los resultados de la simulacion indican que, para los disefios con multiples muestras
pequefas, el desempefio de la prueba de CM es similar al de la prueba Ws,. La prueba de CM es

ligeramente mas adecuada para las distribuciones simétricas o casi simétricas con colas de
livianas a moderadas, mientras que la prueba W5, podria ser preferible cuando los datos se

extraen de distribuciones muy asimétricas y distribuciones con colas pesadas. Una clara ventaja

del procedimiento de CM es que proporciona una potente herramienta visual para cribar las
muestras con diferentes desviaciones estandar o varianzas cuando la prueba general de la
homogeneidad de las desviaciones estandar es significativa. El procedimiento grafico de CM
esta disponible en la versién 17 de Minitab.
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7.Apéndice

El ajuste de Bonett (2006) de la prueba de Layard en disefios de dos muestras rechaza la

hipotesis nula de homogeneidad de varianzas si, y solo si,
lIn(c15%) — In(c283)| > 24 25€
o de manera equivalente
|In(cayz ST /S| > 2ay2se
donde

)712—k1+)712—k2
ny—1 n, —1

se =

o= €1 _ Ny Ny = Zgp
a/2 — T —
C2 MNq—Zgp n;

Por lo tanto, si el disefio es balanceado, entonces c,,, = 1, de modo que el valor p de la prueba

es simplemente
P=2Pr(Z>|Z,))
donde

_ In(${) —In(S3)
o se

Si el disefio no es balanceado, entonces P = 2 min(a;, ay) donde
a; es la solucidn mas pequefia para a en la ecuacion,
exp[In(c,S2/S2) — zyse] = 1 Q)

y ay es la solucion mas pequefa a de la ecuacion,

exp[In(c,S?/S%) + zgse] = 1 2)

El enfoque para resolver estas ecuaciones para a es resolver primero las ecuaciones para z = z,

y luego obtener @ = Pr(Z > z) donde la variable aleatoria Z tiene la distribucién normal
estandar. Antes de describir como resolver estas ecuaciones, sefialamos que la ecuacién (1)

puede re-expresarse como la ecuacion L(z) = 0 donde

2

ny St
L(z,n{,n,,5,5,) =ln—+1In —zse+1In—,z < min(n,n
(z,n4,1,51,52) le p— 522 (ny,my)

n, —

Del mismo modo, la ecuacion (2) es equivalente a la ecuacién U(z) = 0, donde

2

"7 sse+Inok 2 < mi (ny, 1)
zse +1n—,z < min(n,,n
ng —z SZ v

np

n
U(z,nq,n,,5,5,) = lnn—1 +In
2

Observamos que L(z,n,,n4,5,,51) = —U(z,n4,n,,5;1,S,). En consecuencia, solo se deben hallar

las raices de una de las dos funciones.
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El algoritmo para resolver la ecuacion (1) o (2), se deriva del siguiente resultado:

Resultado

Supongamos que nq,n,,S; y S, se especifican y son fijos. Para disefios no balanceados, la funcion,
L(z,n4,1n,,5,,5,), tiene, a lo sumo, dos raices.

4. Sin, < n, entonces L(z,n,,n,,5,,S,) es convexa: satisface L(—,n,,n,,5,,5,) =
L(nq,nq,n,,8,S,) = +00 y alcanza su minimo en

4
ng +ny —\/(n1 —ny)(ny —ny —E)

Zm 2

Por lo tanto, if L(z,,nq,n,,51,S2) < 0, entonces hay dos raices: una en el intervalo
(—o0,z,,] y otra en el intervalo [z,,,n,). Por otro lado, if L(z,,,n1,n,,51,S,) > 0, entonces
la funcién L(z,n4,n,,S;,S,) no tiene ninguna raiz.

5. Sin; > n,, entonces L(z,nq,n,,S;,S,) decrece monotonicamente de 40 a —oo y, por lo
tanto, tiene una raiz Unica. Si L(0,n4,n,,5;,S,) = InS?/S2 > 0, entonces la raiz estan en
el intervalo [0,n,); de lo contrario, la raiz se encuentra en el intervalo (—, 0).

Comprobacion

En lo siguiente, supongamos que L(z) = L(z,n4,n,,571,S,).

En primer lugar, queremos demostrar que si n; < n,, entonces es convexa y alcanza su minimo
en

4
ng +n, —J(n1 —ny)(ny —n, _E)

Zm 2

Segun se definioé anteriormente

2

L(z) = In2 41 +In=L 2 < min(ny,ny)
Z)=1n— n — Z Sse n—,z min(n{,n
n, n—z S2 e

n, —z

Entonces, tenemos lim L(z) =+ oy
Z—>—00
+oosing < ny

lim L(z) = {—oo sin, <ny

z-min (nq,n;)
Ademas, observe que la derivada de L(z) satisface
ng—n;

ng—z)((n, —z
o se

Supongamos que

(ny —2)(ny — 2)

0 = ————=1'@)
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Sin, < n,, entonces Q(z) cuadratico tiene dos raices calculadas como

4
ny +n; —\/(n1 —ny)(ny — _s_e)
Z1: 2

4
ny +n; +\/(n1 —ny)(ny —ny _s_e)
ZZ = 2
]

Puesto que Q(n,) = nT < 0, tenemos z; < ny = min (nq,n,) < z, de modo que Q(z) > 0 para

z en (—oo,z;) y de modo que Q(z) < 0 para z en (z;,n,). Se deduce que L'(z) < 0 para z en
(—o0,z1) y que L'(z) > 0 para z en (z;,n,). Por lo tanto, L(z) es convexa en el dominio
(—o, min(n4,n;)) y alcanza su valor minimo en z; = z,,.

Siny; > n,, entonces hay dos casos: el caso donde n; —n, > 4/se y el caso donde

0 <ny —n, <4/se.En el primer caso, z; y z, son las raices de Q(z) de modo que n, =
min(nq,n,) < z; < z,. (Esto es porque n, — leﬂ = % < 0). Por lo tanto, Q(z) > 0 para z en el

dominio (—co, min(ny,n,)). En el segundo caso, Q(z) no tiene raices de modo que Q(z) > 0 en
el dominio.

Se deduce que si ny > n,, entonces L'(z) < 0 de modo que L(z) decrece monotdnicamente de
+co a —oo.
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