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MINITAB-ASSISTENT - WHITE PAPER

Dieses White Paper ist Teil einer Reihe von Veroffentlichungen, welche die
Forschungsarbeiten der Minitab-Statistiker erlautern, in deren Rahmen die im Assistenten
der Minitab Statistical Software verwendeten Methoden und Datenprifungen entwickelt
wurden.

Tests auf
Standardabweichungen
(bel zwel oder mehr
Stichproben)

Ubersicht

Der Minitab-Assistent bietet zwei Analysen fir Vergleiche unabhéngiger Stichproben,
anhand derer bestimmt wird, ob ihre Streuungen signifikant voneinander abweichen. Beim
Test auf Standardabweichung bei zwei Stichproben werden die Standardabweichungen von
zwei Stichproben miteinander verglichen, und beim Test auf gleiche Standardabweichungen
werden die Standardabweichungen von mehr als zwei Stichproben miteinander verglichen.
Im vorliegenden White Paper bezeichnen wir Designs mit k Stichproben bei k = 2 als Designs
mit zwei Stichproben und Designs mit k Stichproben bei k > 2 als Designs mit mehreren
Stichproben. Im Allgemeinen werden diese zwei Arten von Designs gesondert untersucht
(siehe Anhang A).

Da die Standardabweichung die Quadratwurzel der Varianz darstellt, entspricht ein
Hypothesentest zum Vergleichen von Standardabweichungen einem Hypothesentest zum
Vergleichen von Varianzen. Es gibt eine Vielzahl von statistischen Methoden zum
Vergleichen der Varianzen aus zwei oder mehr Grundgesamtheiten. Unter diesen Tests zahlt
der Levene/Brown-Forsythe-Test zu den robustesten und am haufigsten angewendeten. In
Designs mit zwei Stichproben ist die Trennscharfe des Levene/Brown-Forsythe-Tests jedoch
weniger zufriedenstellend als seine Eigenschaften flir Fehler 1. Art. Pan (1999) zeigt auf, dass
die Trennscharfe des Tests in Designs mit zwei Stichproben bei bestimmten
Grundgesamtheiten, darunter auch die normalverteilte Grundgesamtheit, eine Obergrenze
aufweist, die weit unter 1 liegen kann, ungeachtet der GréBe der Differenz zwischen den
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Standardabweichungen. Mit anderen Worten: Flr diese Arten von Daten wird im Test mit
groBerer Wahrscheinlichkeit geschlussfolgert, dass keine Differenz zwischen den
Standardabweichungen vorliegt, wobei die tatsachliche GroBe der Differenz keine Rolle
spielt. Daher verwendet der Assistent flir den Test auf Standardabweichung bei zwei
Stichproben einen neuen Test, den Bonett-Test. Flr den Test auf gleiche
Standardabweichungen bei Designs mit mehreren Stichproben nutzt der Assistent ein
Mehrfachvergleichsverfahren.

Der Bonett-Test (2006) stellt eine modifizierte Version des Layard-Tests auf Gleichheit von
zwei Varianzen (1978) dar und verbessert die Trennscharfe des Tests bei kleinen Stichproben.
Banga und Fox (2013A) leiten die Konfidenzintervalle fiir den Bonett-Test ab und zeigen,
dass diese ebenso genau wie die Konfidenzintervalle fiir den Levene/Brown-Forsythe-Test
und fur die meisten Verteilungen genauer sind. Darliber hinaus haben Banga und Fox
(2013A) festgestellt, dass der Bonett-Test ebenso robust wie der Levene/Brown-Forsythe-
Test und fur die meisten Verteilungen trennscharfer ist.

Das Mehrfachvergleichsverfahren umfasst einen Gesamttest der Homogenitat (Gleichheit)
der Standardabweichungen (oder Varianzen) fiir mehrere Stichproben, der auf den
Vergleichsintervallen jedes Paars von Standardabweichungen basiert. Die Vergleichsintervalle
werden so hergeleitet, dass der Mehrfachvergleichstest nur dann signifikant ist, wenn far
mindestens ein Paar von Vergleichsintervallen keine Uberlappung vorliegt. Banga und Fox
(2013B) zeigen, dass der Mehrfachvergleichstest Eigenschaften fir Fehler 1. Art und 2. Art
aufweist, die bei den meisten Verteilungen denen des Levene/Brown-Forsythe-Tests dhneln.
Ein wichtiger Vorteil des Mehrfachvergleichstests ist die grafische Darstellung der
Vergleichsintervalle, die ein effektives visuelles Werkzeug zum Bestimmen der Stichproben
mit unterschiedlichen Standardabweichungen bietet. Wenn das Design nur zwei Stichproben
enthalt, entspricht der Mehrfachvergleichstest dem Bonett-Test.

In diesem White Paper wird die Glltigkeit des Bonett-Tests und des Mehrfachvergleichstests
fur verschiedene Datenverteilungen und Stichprobenumfange untersucht. Zudem
untersuchen wir die Analyse der Trennscharfe und des Stichprobenumfangs fiir den Bonett-
Test, die auf einer Approximationsmethode fiir groBe Stichproben basiert. Auf der Grundlage
dieser Faktoren haben wir die folgenden Priifungen entwickelt, die der Assistent automatisch
fur Ihre Daten ausfihrt und in der Auswertung anzeigt:

e Ungewdhnliche Daten
e Vorliegen einer Normalverteilung
e Glltigkeit des Tests

e Stichprobenumfang (nur Test auf Standardabweichung bei zwei Stichproben)
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Methoden fur Tests auf gleiche
Standardabweichungen

Gultigkeit des Bonett-Tests und des
Mehrfachvergleichstests

In ihrer Vergleichsstudie von Tests auf gleiche Varianzen haben Conover et al. (1981)
festgestellt, dass der Levene/Brown-Forsythe-Test auf der Grundlage der
Wahrscheinlichkeiten eines Fehlers 1. Art und 2. Art unter den Tests mit der besten Leistung
war. Seitdem wurden weitere Methoden fiir Tests auf gleiche Varianzen in Designs mit zwei
Stichproben und Designs mit mehreren Stichproben vorgeschlagen (Pan, 1999; Shoemaker,
2003; Bonett, 2006). Pan zeigt beispielsweise, dass der Levene/Brown-Forsythe-Test trotz
seiner Robustheit und seiner unkomplizierten Interpretation keine ausreichende Trennscharfe
aufweist, um wichtige Differenzen zwischen zwei Standardabweichungen zu erkennen, wenn
die Stichproben aus gewissen Grundgesamtheiten (u. a. aus der normalverteilten
Grundgesamtheit) stammen. Wegen dieser wesentlichen Einschrankung nutzt der Assistent
den Bonett-Test als Test auf Standardabweichung bei zwei Stichproben (siehe Anhang A
oder Banga und Fox, 2013A). Fir den Test auf gleiche Standardabweichungen bei mehr als
zwei Stichproben verwendet der Assistent ein Mehrfachvergleichsverfahren mit
Vergleichsintervallen, das eine grafische Darstellung zum Identifizieren von Stichproben mit
abweichenden Standardabweichungen liefert, wenn der Mehrfachvergleichstest signifikant ist
(siehe Anhang A sowie Banga und Fox, 2013B).

Zielstellung

Zundchst sollte die Leistung des Bonett-Tests beim Vergleich der Standardabweichungen
von zwei Grundgesamtheiten ausgewertet werden. Zweitens sollte die Leistung des
Mehrfachvergleichstests beim Vergleich der Standardabweichungen fir mehr als zwei
Grundgesamtheiten ausgewertet werden. Insbesondere sollte die Gultigkeit dieser Tests bei
Stichproben mit unterschiedlichem Umfang aus verschiedenen Arten von Verteilungen
ausgewertet werden.

Methode

Definitionen der fir den Bonett-Test und den Mehrfachvergleichstest verwendeten
statistischen Methoden werden in Anhang A aufgefiihrt. Zum Auswerten der Giiltigkeit der
Tests musste untersucht werden, ob deren Wahrscheinlichkeiten eines Fehlers 1. Art unter
verschiedenen Bedingungen nahe dem Ziel-Konfidenzniveau (Alpha) bleibt. Hierfir wurde
eine Reihe von Simulationen durchgefiihrt, um die Glltigkeit des Bonett-Tests beim
Vergleichen der Standardabweichungen aus zwei unabhangigen Stichproben auszuwerten,
sowie weitere Reihen von Simulationen, um die Gultigkeit des Mehrfachvergleichstests beim
Vergleichen der Standardabweichungen aus mehreren (k) unabhangigen Stichproben
auszuwerten, wenn k > 2.
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Dafiir wurden 10.000 Paare von mehreren (k) Zufallsstichproben mit unterschiedlichem
Umfang aus mehreren Verteilungen unter Verwendung von balancierten und nicht
balancierten Designs generiert. AnschlieBend wurde ein zweiseitiger Bonett-Test zum
Vergleichen der Standardabweichungen der zwei Stichproben oder ein
Mehrfachvergleichstest zum Vergleichen der Standardabweichungen der k Stichproben in
jedem Experiment durchgefihrt, wobei ein Soll-Signifikanzniveau von @ = 0,05 zugrunde
gelegt wurde. Es wurde gezahlt, wie haufig die Nullhypothese in 10.000 Replikationen
zurlickgewiesen wurde (wenn die wahren Standardabweichungen tatsachlich gleich waren),
und dieser Anteil, der als simuliertes Signifikanzniveau bezeichnet wird, wurde mit dem Soll-
Signifikanzniveau verglichen. Wenn der Test eine gute Leistung zeigt, sollte das simulierte
Signifikanzniveau, das die tatsachliche Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art darstellt, sehr
nahe am Soll-Signifikanzniveau liegen. Weitere Einzelheiten zu den spezifischen Methoden,
die fur Simulationen mit zwei Stichproben und k Stichproben verwendet wurden, finden Sie
in Anhang B.

Ergebnisse

Fir Vergleiche mit zwei Stichproben lagen die simulierten Wahrscheinlichkeiten eines Fehlers
1. Art des Bonett-Tests bei mittleren oder groBBen Stichproben nahe dem Soll-
Signifikanzniveau, ungeachtet der Verteilung und ungeachtet davon, ob das Design
balanciert oder nicht balanciert war. Wenn jedoch kleine Stichproben aus extrem schiefen
Grundgesamtheiten gezogen wurden, war der Bonett-Test generell konservativ und wies
Wahrscheinlichkeiten eines Fehlers 1. Art auf, die etwas niedriger als das Soll-
Signifikanzniveau (d. h. die Soll-Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art) lagen.

Fur Vergleiche mit mehreren Stichproben lagen die Wahrscheinlichkeiten eines Fehlers 1 Art
des Mehrfachvergleichstests bei mittleren oder groBen Stichproben nahe dem Soll-
Signifikanzniveau, ungeachtet der Verteilung und ungeachtet davon, ob das Design
balanciert oder nicht balanciert war. Bei kleinen und extrem schiefen Stichproben war der
Test jedoch generell weniger konservativ und lieferte Wahrscheinlichkeiten eines Fehlers

1. Art, die groBer als das Soll-Signifikanzniveau waren, wenn das Design eine grof3e Anzahl
von Stichproben enthielt.

Die Ergebnisse unserer Untersuchungen stimmten mit denen von Banga und Fox (2013A)
und (2013B) Uberein. Wir haben die Schlussfolgerung gezogen, dass der Bonett-Test und der
Mehrfachvergleichstest eine gute Leistung zeigen, wenn der kleinste Stichprobenumfang
mindestens 20 betragt. Daher wird diese Anforderung eines minimalen Stichprobenumfangs
fur die Gultigkeit des Tests geprift und in der Auswertung des Assistenten aufgefiihrt (siehe
Abschnitt ,Datenprifungen”).

Vergleichsintervalle

Wenn ein Test zum Vergleichen von zwei oder mehr Standardabweichungen statistisch
signifikant ist und darauf hinweist, dass sich mindestens eine Standardabweichung von den
anderen unterscheidet, muss im nachsten Schritt der Analyse bestimmt werden, welche
Stichproben statistisch betrachtet Abweichungen aufweisen. Eine intuitive
Vergleichsmoglichkeit besteht darin, die Konfidenzintervalle der einzelnen Stichproben
grafisch darzustellen und die Stichproben zu bestimmen, deren Intervalle einander nicht
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Uberlappen. Die aus der grafischen Darstellung gezogenen Schlussfolgerungen entsprechen
jedoch u. U. nicht den Testergebnissen, da die einzelnen Konfidenzintervalle nicht auf
Vergleiche ausgelegt sind.

Zielstellung

Es sollte eine Methode zum Berechnen einzelner Vergleichsintervalle entwickelt werden, die
sowohl als Gesamttest der Homogenitat der Varianzen als auch als Methode zum
Identifizieren der Stichproben mit abweichenden Varianzen verwendet werden kann, wenn
der Gesamttest signifikant ist. Eine kritische Anforderung in Bezug auf das
Mehrfachvergleichsverfahren besteht darin, dass der Gesamttest nur dann signifikant ist,
wenn fiir mindestens ein Paar der Vergleichsintervalle keine Uberlappung festgestellt wird.
Dies weist darauf hin, dass sich die Standardabweichungen von mindestens zwei Stichproben
voneinander unterscheiden.

Methode

Das verwendete Mehrfachvergleichsverfahren zum Vergleichen mehrerer
Standardabweichungen wird aus mehreren paarweisen Vergleichen abgeleitet. Jedes Paar
von Stichproben wird mit dem Bonett-Test (2006) auf Gleichheit der Standardabweichungen
der zwei Grundgesamtheiten verglichen. Bei den paarweisen Vergleichen kommt eine
Multiplizitatskorrektur zur Anwendung, die auf einer Approximation fiir groBe Stichproben
beruht, wie in Nakayama (2009) gezeigt. Die Approximation flr gro3e Stichproben wird
gegenuber der haufiger verwendeten Bonferroni-Korrektur bevorzugt, da die Bonferroni-
Korrektur mit steigender Anzahl von Stichproben zunehmend konservativ wird. Die
Vergleichsintervalle schlieBlich sind Ergebnis der paarweisen Vergleiche, die auf dem
Verfahren der besten Approximation von Hochberg et al. (1982) beruhen. Einzelheiten
kénnen Sie Anhang A entnehmen.

Ergebnisse

Das Mehrfachvergleichsverfahren erfiillt die Anforderung, dass der Gesamttest der Gleichheit
von Standardabweichungen nur dann signifikant ist, wenn fir mindestens zwei
Vergleichsintervalle keine Uberlappung vorliegt. Wenn der Gesamttest nicht signifikant ist,
mussen alle Vergleichsintervalle Gberlappen.

Der Assistent zeigt die Vergleichsintervalle im Vergleichsdiagramm fiir
Standardabweichungen im Zusammenfassungsbericht an. Neben diesem Diagramm wird
vom Assistenten der p-Wert des Mehrfachvergleichstests angezeigt, der der Gesamttest auf
Homogenitat der Standardabweichungen ist. Wenn der Test auf Standardabweichungen
statistisch signifikant ist, wird jedes Vergleichsintervall rot markiert, das nicht mindestens ein
anderes Intervall GUberlappt. Wenn der Test auf gleiche Standardabweichungen hingegen
nicht statistisch signifikant ist, werden keine der Intervalle rot gekennzeichnet.

Leistung der theoretischen Trennscharfe (nur
Designs mit zwei Stichproben)

Die theoretischen Trennscharfefunktionen der Bonett- und Mehrfachvergleichstests werden
zum Planen von Stichprobenumfangen benétigt. Bei Designs mit zwei Stichproben kann eine
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approximierte theoretische Trennscharfefunktion des Tests mit theoretischen Methoden fir
groBe Stichproben abgeleitet werden. Da diese Funktion auf Approximationsmethoden fir
groBe Stichproben zurlickgeht, missen ihre Eigenschaften ausgewertet werden, wenn der
Test mit kleinen Stichproben durchgefiihrt wird, die aus Normalverteilungen und Nicht-
Normalverteilungen generiert wurden. Beim Vergleichen der Standardabweichungen von
mehr als zwei Gruppen kann die theoretische Trennscharfefunktion des
Mehrfachvergleichstests jedoch nicht auf einfache Weise ermittelt werden.

Zielstellung

Wir wollten feststellen, ob die theoretische Trennscharfefunktion auf Grundlage der
Approximation fir groBe Stichproben zum Auswerten der Anforderungen an Trennscharfe
und Stichprobenumfang flir den Test auf Standardabweichung bei zwei Stichproben im
Assistenten verwendet werden kann. Hierflir musste untersucht werden, ob die
approximierte theoretische Trennscharfefunktion die vom Bonett-Test tatsachlich erzielte
Trennscharfe darstellt, wenn dieser mit Daten aus mehreren Arten von Verteilungen
(Normalverteilungen und Nicht-Normalverteilungen) durchgefihrt wird.

Methode

Die Ableitung der approximierten theoretischen Trennscharfefunktion des Bonett-Tests fur
Designs mit zwei Stichproben wird in Anhang C gezeigt.

Mit dem Bonett-Test wurden Simulationen zum Schatzen der tatsachlichen Trennschéarfen
durchgefihrt (die wir als simulierte Trennscharfen bezeichnen). Zuerst wurden Paare von
Zufallsstichproben mit unterschiedlichem Umfang aus mehreren Verteilungen
(Normalverteilungen und Nicht-Normalverteilungen) generiert. Fir jede Verteilung wurde
der Bonett-Test mit jedem der 10.000 Paare von Stichprobenreplikationen durchgeftihrt. Fur
jedes Paar von Stichprobenumfangen wurde die simulierte Trennschéarfe des Tests zum
Erkennen einer gegebenen Differenz als Anteil der 10.000 Paare von Stichproben berechnet,
bei denen der Test signifikant ist. Zum Vergleich wurde auch die entsprechende Trennscharfe
mit der approximierten theoretischen Trennscharfefunktion des Tests berechnet. Wenn die
Approximation eine gute Leistung zeigt, liegen die theoretischen und simulierten
Trennscharfen nahe beieinander. Weitere Informationen finden Sie in Anhang D.

Ergebnisse

Die Simulationen zeigten, dass die theoretische und die simulierte Trennscharfefunktion des
Bonett-Tests flr die meisten Verteilungen bei kleinen Stichprobenumfangen nahezu gleich
sind und naher beieinander liegen, wenn der minimale Stichprobenumfang den Wert 20
erreicht. Bei symmetrischen und nahezu symmetrischen Verteilungen mit schwacher bis
gemaligt besetzten Randbereichen liegen die theoretischen Trennscharfen etwas hoher als
die simulierten (tatsachlichen) Trennscharfen. Bei schiefen Verteilungen und Verteilungen mit
starker gewichteten Randbereichen sind sie jedoch kleiner als die simulierten (tatsachlichen)
Trennscharfen. Weitere Informationen finden Sie in Anhang D.

Insgesamt zeigen unsere Ergebnisse, dass die theoretische Trennscharfefunktion eine gute
Grundlage fir die Planung von Stichprobenumfangen darstellt.
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Datenpriufungen

Ungewdhnliche Daten

Ungewdhnliche Daten sind extrem grol3e oder kleine Datenwerte, die auch als Ausreil3er
bezeichnet werden. Ungewdhnliche Daten kdnnen einen starken Einfluss auf die Ergebnisse
der Analyse ausliben, und sie kdnnen sich auf die Wahrscheinlichkeiten auswirken, dass
statistisch signifikante Ergebnisse gefunden werden. Dies gilt insbesondere fiir kleine
Stichproben. Ungewdhnliche Daten kénnen auf Probleme bei der Datenerfassung hinweisen,
sie kdnnen aber auch auf ein ungewdhnliches Verhalten des untersuchten Prozesses
zurtickzufiihren sein. Daher ist es haufig unverzichtbar, diese Datenpunkte zu untersuchen
und nach Mdéglichkeit zu korrigieren. Die Simulationsuntersuchungen zeigen, dass der
Bonett-Test und der Mehrfachvergleichstest konservativ sind, wenn die Daten Ausreil3er
enthalten (siehe Anhang B). Die tatsachlichen Signifikanzniveaus der Tests sind erheblich
kleiner als die Soll-Niveaus, insbesondere wenn die Analyse mit kleinen Stichproben
durchgefihrt wird.

Zielstellung

Es sollte eine Methode zum Uberpriifen von Datenwerten entwickelt werden, die relativ zur
Gesamtstichprobe sehr groB bzw. sehr klein sind und sich auf die Ergebnisse der Analyse
auswirken kénnen.

Methode

Wir haben eine Methode zum Priifen auf ungewdhnliche Daten entwickelt, die auf der von
Hoaglin, Iglewicz und Tukey (1986) beschriebenen Methode zum Identifizieren von
AusreiBern in Boxplots basiert.

Ergebnisse

Der Assistent identifiziert einen Datenpunkt als ungewdhnlich, wenn er um mehr als das 1,5-
fache des Interquartilbereichs jenseits des unteren oder oberen Quartils der Verteilung liegt.
Das untere und das obere Quartil stellen das 25. und das 75. Perzentil der Daten dar. Der
Interquartilbereich gibt die Differenz zwischen den beiden Quartilen an. Diese Methode
liefert selbst dann gute Ergebnisse, wenn mehrere Ausreifler vorhanden sind, da damit jeder
einzelne Ausreiler erkannt werden kann.

Fir die Prifung auf ungewohnliche Daten werden in der Auswertung des Assistenten die
folgenden Statusindikatoren angezeigt:

Status Bedingung

u Es gibt keine ungewdhnlichen Datenpunkte.
Mindestens ein Datenpunkt ist ungewdéhnlich und wirkt sich mdglicherweise stark auf die
Ergebnisse aus.
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Vorliegen einer Normalverteilung

Im Unterschied zu den meisten Tests auf Gleichheit der Varianzen, die unter der Annahme
der Normalverteilung abgeleitet werden, wird fiir den Bonett-Test und den
Mehrfachvergleichstest auf Gleichheit der Standardabweichungen keine Annahme zur
spezifischen Verteilung der Daten getroffen.

Zielstellung

Dem Bonett-Test und dem Mehrfachvergleichstest liegen zwar Methoden der Approximation
fur groBBe Stichproben zugrunde, wir wollten jedoch nachweisen, dass sie bei kleinen
Stichproben aus normalverteilten und nicht normalverteilten Daten eine gute Leistung
zeigen. Zudem wollten wir die Benutzer dariiber informieren kdnnen, in welcher Beziehung
das Vorliegen einer Normalverteilung in den Daten zu den Ergebnissen der Tests auf gleiche
Standardabweichungen steht.

Methode

Zum Auswerten der Gultigkeit der Tests unter verschiedenen Bedingungen wurden
Simulationen durchgefiihrt, um die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art des Bonett-Tests
und des Mehrfachvergleichstests bei normalverteilten und nicht normalverteilten Daten
unterschiedlicher Stichprobenumfange zu untersuchen. Weitere Einzelheiten finden Sie im
Abschnitt ,Methoden fir Tests auf gleiche Standardabweichungen” und in Anhang B.

Ergebnisse

Die Simulationen zeigten, dass die Verteilung der Daten bei ausreichend groBen Stichproben
(minimaler Stichprobenumfang > 20) keine wesentliche Auswirkung auf die Eigenschaften fir
den Fehler 1. Art des Bonett-Tests oder des Mehrfachvergleichstests hatte. Die Tests weisen
Wahrscheinlichkeiten eines Fehlers 1. Art auf, die fiir normalverteilte und nicht
normalverteilte Daten durchgehend nahe der Soll-Wahrscheinlichkeit liegen.

Basierend auf diesen Ergebnissen fir die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art zeigt der
Assistent die folgenden Informationen zur Normalverteilung in der Auswertung an.

Fir Designs mit zwei Stichproben zeigt der Assistent den folgenden Indikator an:

Status Bedingung
Fur diese Analyse wird der Bonett-Test verwendet. Bei ausreichend grof3en Stichproben ergibt der
Test sowohl fur normalverteilte als auch fur nicht normalverteilte Daten gute Ergebnisse.

Fir Designs mit mehreren Stichproben zeigt der Assistent den folgenden Indikator an:

Status Bedingung
Fur diese Analyse wird ein Mehrfachvergleichstest verwendet. Bei ausreichend grof3en Stichproben
ergibt der Test sowohl fur normalverteilte als auch fur nicht normalverteilte Daten gute Ergebnisse.
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Gultigkeit des Tests

Im Abschnitt ,Methoden fiir Tests auf gleiche Standardabweichungen” wurde gezeigt, dass
der Bonett-Test und der Mehrfachvergleichstest fiir Vergleiche mit zwei Stichproben und fiir
mehrere (k) Stichproben Wahrscheinlichkeiten eines Fehlers 1. Art aufweisen, die sowohl fiir
normalverteilte als auch fir nicht normalverteilte Daten in balancierten und nicht
balancierten Designs nahe der Soll-Wahrscheinlichkeit liegen, sofern die Stichproben einen
mittleren oder groBBen Stichprobenumfang aufweisen. Bei kleinen Stichproben zeigen der
Bonett-Test und der Mehrfachvergleichstest hingegen nicht generell eine gute Leistung.

Zielstellung

Wir wollten eine Regel erarbeiten, mit der die Gultigkeit der Ergebnisse des Tests auf
Standardabweichungen bei zwei Stichproben und bei mehreren (k) Stichproben auf der
Grundlage der Daten des Benutzers ausgewertet werden kann.

Methode

Zum Auswerten der Gultigkeit der Tests unter verschiedenen Bedingungen wurden
Simulationen durchgefiihrt, um die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art des Bonett-Tests
und des Mehrfachvergleichstests bei verschiedenen Datenverteilungen, Stichprobenanzahlen
und Stichprobenumfangen zu untersuchen, wie bereits im Abschnitt ,Methoden fiir Tests auf
gleiche Standardabweichungen” beschrieben. Weitere Informationen finden Sie in Anhang B.

Ergebnisse

Der Bonett-Test und der Mehrfachvergleichstest zeigen eine gute Leistung, wenn der
Stichprobenumfang der kleinsten Stichprobe mindestens 20 betragt. Daher zeigt der
Assistent fur die Gultigkeit der Tests auf gleiche Standardabweichungen die folgenden
Statusindikatoren in der Auswertung an.

Status Bedingung

n Die Stichprobenumfange betragen mindestens 20, so dass der p-Wert genau sein sollte.
Einige Stichprobenumfénge liegen unter 20, so dass der p-Wert u. U. nicht genau ist. Erwégen Sie,
die Stichprobenumfange auf mindestens 20 zu erh6hen.

Stichprobenumfang (nur fir Test auf
Standardabweichungen bei zwei Stichproben)

Normalerweise wird ein statistischer Hypothesentest durchgefiihrt, um einen Beleg fir die
Zuriickweisung der Nullhypothese (,keine Differenz”) zu erhalten. Wenn die Stichprobe zu
klein ist, reicht die Trennscharfe des Tests u. U. nicht aus, um eine tatsachlich vorhandene
Differenz zu erkennen; hierbei handelt es sich um einen Fehler 2. Art. Daher muss unbedingt
sichergestellt werden, dass die Stichprobenumfange ausreichend groB sind, um mit einer
hohen Wahrscheinlichkeit Differenzen mit praktischen Konsequenzen zu erkennen.
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Zielstellung

Wenn die Daten keine ausreichenden Hinweise zum Zurtickweisen der Nullhypothese liefern,
wollten wir ermitteln kénnen, ob die Stichprobenumfange grol3 genug fiir den Test sind, so
dass dieser mit hoher Wahrscheinlichkeit Differenzen mit praktischen Konsequenzen erkennt.
Bei der Planung der Stichprobenumfiange soll zwar sichergestellt werden, dass die
Stichprobenumfange ausreichend groB sind, um mit hoher Wahrscheinlichkeit wichtige
Differenzen zu erkennen; andererseits dirfen sie aber nicht so groB sein, dass
bedeutungslose Differenzen mit hoher Wahrscheinlichkeit statistisch signifikant werden.

Methode

Die Analyse von Trennscharfe und Stichprobenumfang fiir den Test auf Standardabweichung
bei zwei Stichproben basiert auf einer Approximation der Trennscharfefunktion des Bonett-
Tests, der i. d. R. gute Schatzwerte der tatsachlichen Trennscharfefunktion des Tests liefert
(siehe die Zusammenfassung der Simulationsergebnisse unter ,Leistung der theoretischen
Trennscharfe” im Abschnitt ,Methoden”).

Ergebnisse

Wenn die Daten keine ausreichenden Hinweise liefern, die gegen die Nullhypothese
sprechen, berechnet der Assistent mit Hilfe der approximierten Trennscharfefunktion des
Bonett-Tests die Differenzen mit praktischen Konsequenzen, die fiir den gegebenen
Stichprobenumfang mit einer Wahrscheinlichkeit von 80 % und 90 % erkannt werden
kdnnen. Wenn der Benutzer zudem eine konkrete Differenz mit praktischen Konsequenzen
angibt, berechnet der Assistent mit der Trennscharfefunktion des Tests auf Normal-
Approximation Stichprobenumfédnge, bei denen die Differenz mit einer Wahrscheinlichkeit
von 80 % und 90 % erkannt wird.

Um die Interpretation der Ergebnisse zu erleichtern, werden fir die Priifung auf die
Trennscharfe und den Stichprobenumfang in der Auswertung des Assistenten fiir den Test
auf Standardabweichung bei zwei Stichproben die folgenden Statusindikatoren angezeigt:

Status Bedingung
Im Test wird eine Differenz der Standardabweichungen festgestellt, so dass die Trennscharfe kein
Problem darstellt.

ODER

Die Trennscharfe ist ausreichend. Im Test wurde keine Differenz zwischen den
Standardabweichungen festgestellt, die Stichprobe ist jedoch umfassend genug, dass die
angegebene Differenz mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 90 % erkannt wird.

Die Trennschéarfe ist mdglicherweise ausreichend. Im Test wurde keine Differenz zwischen den
A Standardabweichungen festgestellt, die Stichprobe ist jedoch umfassend genug, dass die
angegebene Differenz mit einer Wahrscheinlichkeit von von 80 % bis 90 % erkannt wird. Der
erforderliche Stichprobenumfang zum Erzielen einer Trennschérfe von 90 % wird ausgegeben.

Die Trennschérfe ist moglicherweise nicht ausreichend. Im Test wurde keine Differenz zwischen den
A Standardabweichungen festgestellt, und die Stichprobe ist umfassend genug, dass die angegebene
Differenz mit einer Wahrscheinlichkeit von 60 % bis 80 % erkannt wird. Die erforderlichen
Stichprobenumfange zum Erzielen einer Trennscharfe von 80 % und 90 % werden ausgegeben.
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Status Bedingung

Die Trennschérfe ist nicht ausreichend. Im Test wurde keine Differenz zwischen den
Standardabweichungen festgestellt, und die Stichprobe ist nicht grof? genug, dass die angegebene
Differenz mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 60 % erkannt wird. Die erforderlichen
Stichprobenumfange zum Erzielen einer Trennscharfe von 80 % und 90 % werden ausgegeben.

X

Im Test wurde keine Differenz zwischen den Standardabweichungen festgestellt. Sie haben keine
zu erkennende Differenz mit praktischen Konsequenzen angegeben; daher wird in der Auswertung
die Differenz angegeben, die bei Ihrem Stichprobenumfang und Alpha mit einer Wahrscheinlichkeit
von 80 % und 90 % erkannt wird.
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Anhang A: Methode fur den Bonett-
Test und den
Mehrfachvergleichstest

Die zugrunde liegenden Annahmen fir das Ziehen von Rickschllssen zu den
Standardabweichungen oder Varianzen mit der Bonett-Methode (Designs mit zwei
Stichproben) oder dem Mehrfachvergleichsverfahren (Designs mit mehreren Stichproben)
kénnen wie folgt beschrieben werden. Angenommen, X1, ..., X1, o) Xie1, oves Xiem, Sind k (k =
2) unabhéangige Zufallsstichproben, wobei jede Stichprobe aus einer Verteilung mit dem
unbekannten Mittelwert u; und der unbekannten Varianz criz gezogen wurde, firi =1, ..., k.
Angenommen, die Verteilung der Grundgesamtheit der Stichproben weist eine gemeinsame
endliche Kurtosis y = E(Y — u)*/0o* < o auf. Diese Annahme ist zwar fur die theoretischen
Ableitungen unerlasslich, fir die meisten praktischen Anwendungen, bei denen die
Stichproben ausreichend grof3 sind, ist sie jedoch weniger wichtig (Banga und Fox, 2013A).

Methode Al; Bonett-Test auf Gleichheit von zwel
Varianzen

Der Bonett-Test gilt nur fiir Designs mit zwei Stichproben, bei denen zwei Varianzen oder
Standardabweichungen verglichen werden. Der Test stellt eine abgewandelte Version des
Layard-Tests auf Gleichheit von Varianzen (1978) in Designs mit zwei Stichproben dar. In
einem beidseitiger Bonett-Test auf Gleichheit von zwei Varianzen mit dem Signifikanzniveau
a wird die Nullhypothese der Gleichheit nur in folgendem Fall zurtickgewiesen:

?P—g1+VP—gz
n—1 n,—1

[In(c S2/59)| > Za/z\/

Dabei gilt Folgendes:
S; ist die Stichproben-Standardabweichung von Stichprobe i
gi=mi—3)/n;,i=12
Zq 7 bezieht sich auf das obere a /2. Perzentil der Standardnormalverteilung
7p ist der zusammengefasste Kurtosis-Schatzwert, angegeben wie folgt:

Z;}Q(XU - m1)4 + Z;Zl(xzj - m2)4
[(ny — 1)512 + (ny — 1)522]2

7p = (ng +1ny)

Im Ausdruck des zusammengefassten Kurtosis-Schatzwerts ist m; der getrimmte Mittelwert
fiir Stichprobe i mit dem Trim-Anteil 1/[2(n; — 4)'/?].

Der oben genannte Ausdruck enthalt die Konstante c als Korrektur fiir kleine Stichproben,
um die Auswirkung ungleicher Fehlerwahrscheinlichkeiten in den Randbereichen nicht
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balancierter Designs zu reduzieren. Diese Konstante ist als ¢ = ¢; /¢, angegeben, wobei
Folgendes gqilt:
1y .
GG=———,i=1;2
Ny —Zg/2
Wenn das Design balanciert ist, d. h. wenn n; = n,, wird der p-Wert des Tests berechnet als:
P=2Pr(Z > z)

Hierbei ist Z eine Zufallsvariable, die einer Standardnormalverteilung folgt, und z der
beobachtete Wert der folgenden Statistik, die auf den vorhandenen Daten beruht. Die
Statistik lautet:
,_In(C S2/52)
B se

Dabei gilt Folgendes:

s — ]7P—91+)7P—92
n—1 n,-—1

Wenn das Design hingegen nicht balanciert ist, wird der p-Wert des Tests berechnet als:
P = Zmin(OLL; au)

Hierbei ist ;, = Pr(Z > z;) und ay = Pr(Z > zy). Die Variable z; ist die kleinste Wurzel der
Funktion

2

i .
—zse+In— —1Inp?,z < min(n; n
n—z 522 Po (1 2)

n, —z

n
L(z,5,,5,,ny,n,) = lnn—1 +In
2

und zy ist die kleinste Wurzel der Funktion L(z, S, S1,n,,n1).

Methode A2: Mehrfachvergleichstest und
Vergleichsintervalle

Angenommen, es liegen k (k > 2) unabhéngige Gruppen oder Stichproben vor. Unser Ziel
bestand darin, ein System von k Intervallen fiir die Standardabweichungen der
Grundgesamtheit derart aufzustellen, dass der Test auf Gleichheit der
Standardabweichungen nur dann signifikant ist, wenn fiir mindestens zwei der k Intervalle
keine Uberlappung vorliegt. Diese Intervalle werden als Vergleichsintervalle bezeichnet.
Diese Vergleichsmethode dhnelt den Verfahren fiir Mehrfachvergleiche der Mittelwerte in
Modelle fiir einfache Varianzanalysen (ANOVA), die urspriinglich von Tukey-Kramer
entwickelt und spater von Hochberg et al. (1982) verallgemeinert wurden.

Vergleichen von zwei Standardabweichungen

Bei Designs mit zwei Stichproben kdnnen die Konfidenzintervalle fur das Verhaltnis der
Standardabweichungen fiir den Bonett-Test direkt berechnet werden, um die GroBe der
Differenz zwischen den Standardabweichungen zu ermitteln (Banga und Fox, 2013A).
Tatsachlich nutzen wir diesen Ansatz fiir ,Statistik > Statistische Standardverfahren > Test auf
Varianzen, 2 Stichproben” in Release 17 von Minitab. Im Assistenten sollten jedoch
Vergleichsintervalle bereitgestellt werden, die leichter als das Konfidenzintervall des
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Verhaltnisses der Standardabweichungen interpretiert werden konnen. Hierflir wurden mit
dem in Methode Al beschriebenen Bonett-Verfahren die Vergleichsintervalle flr die zwei
Stichproben bestimmt.

Wenn zwei Stichproben vorhanden sind, ist der Bonett-Test auf Gleichheit von Varianzen nur
dann signifikant, wenn das folgende Annahmeintervall fiir den Bonett-Test auf Gleichheit von
Varianzen nicht 0 enthalt:

Yo—9, Vp—4
P 1+P 2

ln(C1512) - 1n(C2522) t 242 0 1 0 1
1~ 2~

Hierbei entsprechen der zusammengefasste Kurtosis-Schatzwert ¥, und g;,i = 1; 2 den oben
gegebenen Definitionen.

Aus diesem Intervall werden die folgenden zwei Vergleichsintervalle derart abgeleitet, dass
der Test auf Gleichheit von Varianzen oder Standardabweichungen nur dann signifikant ist,
wenn diese einander nicht Gberlappen. Diese zwei Intervalle lauten:

[Si\/Ciexp(—Za/ZVi) ) Si\/Ci exp(za/ZVi) ] ,i=1;2

/?P—gi - -

V. = n;—1 VP—gi_l_YP—gj

! — ~ nl-—l le—l’
Yp— i Yp—9j

Tli—l le—l

Die Verwendung dieser Intervalle als Verfahren fiir Tests auf Gleichheit der
Standardabweichungen entspricht dem Bonett-Test auf Gleichheit von
Standardabweichungen. Insbesondere liegt nur dann keine Uberlappung der Intervalle vor,
wenn der Bonett-Test auf Gleichheit von Standardabweichungen signifikant ist. Beachten Sie
jedoch, dass diese Intervalle keine Konfidenzintervalle von Standardabweichungen darstellen,
sondern lediglich fir Mehrfachvergleiche von Standardabweichungen geeignet sind.
Hochberg et al. bezeichnen aus eben diesem Grund dhnliche Intervalle fir Vergleiche von
Mittelwerten als Unsicherheitsintervalle. Wir bezeichnen diese Intervalle als
Vergleichsintervalle.

Dabei gilt Folgendes:

i=1,2j=12i%j

Da das Verfahren der Vergleichsintervalle dem Bonett-Test auf Gleichheit von
Standardabweichungen entspricht, ist der p-Wert fiir die Vergleichsintervalle identisch mit
dem p-Wert des bereits an friiherer Stelle beschriebenen Bonett-Tests auf Gleichheit von
zwei Standardabweichungen.

Vergleichen von mehreren Standardabweichungen

Wenn mehr als zwei Gruppen oder Stichproben vorliegen, werden die k Vergleichsintervalle
von k(k — 1)/2 paarweisen Simultantests auf Gleichheit von Standardabweichungen mit
simultanem Signifikanzniveau a abgeleitet. Konkreter: Seien Xy, ..., Xi, und Xjy, s Kjm; die

Stichprobendaten fir jedes Paar (i, j) von Stichproben. Ebenso wie bei zwei Stichproben ist
der Test auf Gleichheit der Standardabweichungen fir das spezifische Paar (i, j) von
Stichproben nur dann auf einem a’-Niveau signifikant, wenn das Intervall
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Vij — 9 +)7ij - 9j

In(c;S?) — In(e;Sf) + Za’/Z\/ -1 n—1
i j

nicht 0 enthdlt. Im oben aufgeflihrten 7;; basiert der zusammengefasste Kurtosis-Schatzwert
auf dem Paar (i; j) von Stichproben, und er wird wie folgt ausgedriickt:

Y Xy —m)* + Z;Zl(le - mj)4
[(n; = DSE+ (n; — 1)51'2]2

7ij = (ni + 1)

Darilber hinaus ist, wie bereits definiert, m; der getrimmte Mittelwert flr Stichprobe i mit
dem Trim-Anteil 1/[2(n; — 4)*/?] und
n; — 3 le -3 n; le

gj = ,Ci = G =————
n; n]- n; — Za'/Z le - Zal/z

gi =

Da k(k — 1)/2 paarweise Simultantests vorhanden sind, muss das a'-Niveau so gewahlt
werden, dass die tatsachliche simultane Fehlerrate nahe dem Soll-Signifikanzniveau «a liegt.
Eine mdgliche Korrektur basiert auf der Approximation nach Bonferroni. Der konservative
Charakter von Bonferroni-Korrekturen nimmt jedoch mit steigender Anzahl von Stichproben
im Design nachweislich zu. Ein besserer Ansatz basiert auf einer Normal-Approximation, wie
bei Nakayama (2008) beschrieben. Bei diesem Ansatz wird lediglich z,/, durch Gax/V2
ersetzt, wobei q,  der obere a-Punkt des Bereichs von k unabhangigen und identisch
verteilten Zufallsvariablen mit Standardnormalverteilung ist; d. h.

Pr (é?ffék'Zi — Zj| < qa,k) =1l-«a

wobei Z, ..., Z,, unabhangige und identisch verteilte Zufallsvariablen mit
Standardnormalverteilung sind.

In Anlehnung an eine Methode von Hochberg et al. (1982) weist das Verfahren, das das oben
beschriebene paarweise Verfahren am besten approximiert, die Nullhypothese der Gleichheit
von Standardabweichungen nur zurlick, wenn flr ein bestimmtes Paar (i; j) von Stichproben
folgendes gilt:

|In(c;S?) = In(c;SP)| > qaic (Vi + V) /V2

Hierbei wird V; derart gewahlt, dass folgender Betrag minimiert wird:

Z z(Vi +V;—by)’

mit

Vii—9i Vij—9;
b =
Y \]Tli—l + le—l

Die Lésung dieses Problems, wie bei Hochberg et al. (1982) veranschaulicht, besteht in der
Auswahl von

V. = (k—1) Zjiibij - 2215j<lsk bjl
L (k- 1Dk —2)
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Daraus folgt, dass der auf dem Approximationsverfahren basierende Test nur dann
signifikant ist, wenn fiir mindestens ein Paar der folgenden k Intervalle keine Uberlappung
vorliegt.

[si\/ Ciexp(—Qa,icVi/V2 ).siJ Ci exp(qaiVi/V2) |, i=1,..k

Zum Berechnen des p-Gesamtwerts fiir den Mehrfachvergleichstest wird als P;; p-Wert fir

ein beliebiges Paar (i; j) von Stichproben festgelegt. Daraus folgt dieser p-Gesamtwert fir
den Mehrfachvergleichstest:

Zum Berechnen von P;; wird der Algorithmus des Designs mit zwei Stichproben aus
Methode Al ausgefihrt mit

se=V;+V;
Hierbei entspricht V; dem oben aufgefiihrten Ausdruck.
Konkreter: Wenn n; # n;
P;j = min(ay; ay)

wobei a; = Pr(Q > z;V/2), ay = Pr(Q > z,+/2), die Variable z; die kleinste Wurzel der
Funktion L(z,S;, Sj,n;,n;), die Variable z; die kleinste Wurzel der Funktion L(z, S}, S;, n;, n;)
und Q eine Zufallsvariable mit der bereits definierten Bereichsverteilung ist.

Wenn n; = n;, dann dann P;; = Pr(Q > |z,|v/2), wobei

InS? —InS?
o= Ty V;
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Anhang B: Gultigkeit des
Bonett-Tests und des
Mehrfachvergleilchstests

Simulation Bl: Gultigkeit des Bonett-Tests (Modelle
mit zwel Stichproben, balancierte und nicht
balancierte Designs)

Es wurden Paare von Zufallsstichproben mit kleinem bis mittlerem Umfang aus Verteilungen
mit unterschiedlichen Eigenschaften generiert. Hierzu zéhlten folgende Verteilungen:

e Standardnormalverteilung (N(0;1))

e Symmetrische Verteilungen mit schwacher besetzten Randbereichen, darunter die
Gleichverteilung (U(0;1)) und die Betaverteilung, bei der beide Parameter auf 3
festgelegt sind (B(3;3))

e Symmetrische Verteilungen mit starker besetzten Randbereichen, darunter t-
Verteilungen mit 5 und 10 Freiheitsgraden (t(5), t(10)) und die Laplace-Verteilung mit
Lage 0 und Skala 1 (Lpl))

e Schiefe Verteilungen mit starker besetzten Randbereichen, darunter die
Exponentialverteilung mit Skala 1 (Exp) und Chi-Quadrat-Verteilungen mit 5 und 10
Freiheitsgraden (Chi(5), Chi(10))

e Linksschiefe Verteilungen mit starker besetzten Randbereichen, insbesondere die
Betaverteilung, deren Parameters auf 8 bzw. 1 festgelegt sind (B(8;1))

Zum Untersuchen der direkten Auswirkung von Ausreiflern wurden Paare von Stichproben
aus kontaminierten Normalverteilungen generiert, die folgendermal3en definiert wurden:

CN(p;0) =pN(0;1) + (1 —p)N(0; 0)

Hierbei ist p der Mischparameter und 1 — p der Anteil der Kontamination (der dem Anteil der
AusreiBer entspricht). Es wurden zwei kontaminierte Normalverteilungen fir die
Untersuchung ausgewahlt: CN(0,9; 3), bei der 10 % der Grundgesamtheit AusreiBer
darstellen, und CN(0,8; 3), bei der 20 % der Grundgesamtheit AusreiBer sind. Diese zwei
Verteilungen sind symmetrisch und haben aufgrund der AusreiBer lange Randbereiche.

Fur jedes Paar von Stichproben aus jeder Verteilung wurde ein beidseitiger Bonett-Test mit
einem Soll-Signifikanzniveau von @ = 0,05 ausgefihrt. Da die simulierten Signifikanzniveaus
in jedem Fall auf 10.000 Paaren von Stichprobenreplikationen basierten und ein Soll-
Signifikanzniveau von 5 % angesetzt wurde, betrug der Simulationsfehler
/0,95(0,05)/10.000 = 0,2%.

Die Simulationsergebnisse sind unten in Tabelle 1 zusammengefasst.
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Tabelle 1 Simulierte Signifikanzniveaus fir einen beidseitigen Bonett-Test in balancierten
und nicht balancierten Designs mit zwei Stichproben. Das Soll-Signifikanzniveau ist 0,05.

Verteilung ny,n, Simuliertes Verteilung ny,n, Simuliertes
Niveau Niveau

N(0;1) 10; 10 0,038 Exp 10; 10 0,052
20;10 0,043 20;10 0,051
20; 20 0,045 20; 20 0,049
30; 10 0,044 30; 10 0,044
30; 20 0,046 30; 20 0,042
25; 25 0,048 25; 25 0,043
30; 30 0,048 30; 30 0,042
40; 40 0,051 40; 40 0,042
50; 50 0,047 50; 50 0,039

t(5) 10; 10 0,044 Chi(5) 10; 10 0,040
20; 10 0,042 20;10 0,043
20; 20 0,046 20; 20 0,040
30; 10 0,041 30; 10 0,039
30; 20 0,046 30; 20 0,043
25; 25 0,048 25; 25 0,042
30; 30 0,043 30; 30 0,043
40; 40 0,046 40; 40 0,040
50; 50 0,050 50; 50 0,039
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Verteilung ny,n, Simuliertes Verteilung ny,n, Simuliertes
Niveau Niveau
t(10) 10; 10 0,041 Chi(10) 10; 10 0,044
20; 10 0,040 20;10 0,042
20; 20 0,045 20; 20 0,041
30; 10 0,046 30; 10 0,043
30; 20 0,045 30; 20 0,045
25; 25 0,046 25; 25 0,046
30; 30 0,048 30; 30 0,038
40; 40 0,045 40; 40 0,042
50; 50 0,051 50; 50 0,049
Lpl 10; 10 0,054 B(8;1) 10; 10 0,053
20;10 0,056 20;10 0,045
20; 20 0,055 20; 20 0,048
30; 10 0,057 30; 10 0,042
30; 20 0,058 30; 20 0,047
25; 25 0,057 25; 25 0,041
30; 30 0,053 30; 30 0,040
40; 40 0,047 40; 40 0,042
50; 50 0,048 50; 50 0,038
B(3;3) 10; 10 0,032 CN(0,9;3) 10; 10 0,024
20;10 0,037 20;10 0,022
20; 20 0,042 20; 20 0,018
30; 10 0,039 30; 10 0,019
30; 20 0,038 30; 20 0,020
25; 25 0,039 25; 25 0,019
30; 30 0,041 30; 30 0,015
40; 40 0,044 40; 40 0,020
50; 50 0,046 50; 50 0,017
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Verteilung ny,n, Simuliertes Verteilung ny,n, Simuliertes
Niveau Niveau

u(0;1) 10; 10 0,030 CN(0,8;3) 10; 10 0,022
20; 10 0,032 20;10 0,019
20; 20 0,031 20; 20 0,020
30; 10 0,034 30; 10 0,017
30; 20 0,034 30; 20 0,020
25; 25 0,034 25; 25 0,021
30; 30 0,037 30; 30 0,017
40; 40 0,043 40; 40 0,023
50; 50 0,043 50; 50 0,020

Wie in Tabelle 1 gezeigt, sind die simulierten Signifikanzniveaus des Bonett-Tests bei
Stichproben mit kleineren Umféangen aus symmetrischen oder nahezu symmetrischen
Verteilungen mit schwacher bis gemaBigt besetzten Randbereichen niedriger als das Soll-
Signifikanzniveau (0,05). Andererseits sind die simulierten Niveaus tendenziell etwas groBer
als das Soll-Niveau, wenn kleine Stichproben aus stark schiefen Verteilungen stammen.

Bei mittleren bzw. groBen Stichproben liegen die simulierten Signifikanzniveaus fir alle
Verteilungen nage beim Soll-Niveau. Tatsachlich zeigt der Test selbst fir stark schiefe
Verteilungen eine recht gute Leistung, z. B. fur die Exponentialverteilung und die
Betaverteilung (8;1).

AuBerdem haben die Ausreil3er in kleinen Stichproben anscheinend eine starkere Auswirkung
als in groBBen Stichproben. Die simulierten Signifikanzniveaus fur die kontaminierten
normalverteilten Grundgesamtheiten stabilisierten sich bei etwa 0,020, als der minimale
Umfang der beiden Stichproben 20 erreichte.

Wenn der minimale Umfang der zwei Stichproben 20 ist, fallen die simulierten
Signifikanzniveaus durchgéangig in das Intervall [0,038; 0,058], auBer bei der flachen
Gleichverteilung und den kontaminierten Normalverteilungen. Obwohl ein simuliertes
Signifikanzniveau von 0,040 fir ein Soll-Niveau von 0,05 etwas konservativ ist, kann diese
Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art fir die meisten praktischen Zwecke als akzeptabel
erachtet werden. Daher kann geschlussfolgert werden, dass der Bonett-Test gultig ist, wenn
der minimale Umfang der zwei Stichproben mindestens 20 betragt.
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Simulation B2: Gultigkeit des
Mehrfachvergleichstests (Modelle mit mehreren
Stichproben)

Teil I: Balancierte Designs

Wir haben eine Simulation durchgefiihrt, um die Leistung des Mehrfachvergleichstests in
Modellen mit mehreren Stichproben mit balancierten Designs zu untersuchen. Dabei wurden
unter Verwendung der bereits in Simulation B1 aufgefiihrten Verteilungen jeweils k
Stichproben mit gleichem Umfang aus derselben Verteilung generiert. Fiir die Anzahl der
Stichproben in einem Design wurde k = 3, k = 4 und k = 6 gewahlt, und der Umfang der k
Stichproben in jedem Experiment wurde auf 10, 15, 20, 25, 50 und 100 festgelegt.

Fur dieselben Stichproben jedes Design-Falls wurde jeweils ein beidseitiger
Mehrfachvergleichstest mit einem Soll-Signifikanzniveau von a = 0,05 ausgefihrt. Da die
simulierten Signifikanzniveaus in jedem Fall auf 10.000 Paaren von Stichprobenreplikationen
basierten und ein Soll-Signifikanzniveau von 5 % angesetzt wurde, betrug der
Simulationsfehler \/0,95(0,05)/10.000 = 0,2%.

Die nachfolgenden Tabellen 2a und 2b enthalten eine Zusammenfassung der
Simulationsergebnisse.

Tabelle 2a Simulierte Signifikanzniveaus fur einen beidseitigen Mehrfachvergleichstest in
balancierten Designs mit mehreren Stichproben. Das Soll-Signifikanzniveau fir den Test ist
0,05.

ny; =n; =ng Ny =ny; =Nz =Ny ng=n,; =--=ng
Verteilung
n; Simuliertes n; Simuliertes n; Simuliertes
Niveau Niveau Niveau

N(0;1) 10 0,038 10 0,038 10 0,036

15 0,040 15 0,041 15 0,039

20 0,039 20 0,040 20 0,041

25 0,045 25 0,047 25 0,047

50 0,046 50 0,046 50 0,052

100 0,049 100 0,049 100 0,052
t(5) 10 0,042 10 0,044 10 0,042

15 0,041 15 0,044 15 0,046

20 0,043 20 0,045 20 0,045

25 0,046 25 0,048 25 0,046
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k=3 k=4 k=6
ey n; =mn; =ng ng =My =Nz =Ny ng=m; = ="ng
n; Simuliertes n; Simuliertes n; Simuliertes
Niveau Niveau Niveau
50 0,040 50 0,039 50 0,038
100 0,038 100 0,040 100 0,040
T(10) 10 0,033 10 0,037 10 0,038
15 0,040 15 0,042 15 0,041
20 0,042 20 0,043 20 0,043
25 0,041 25 0,042 25 0,045
50 0,047 50 0,044 50 0,047
100 0,048 100 0,046 100 0,047
Lpl 10 0,056 10 0,063 10 0,071
15 0,056 15 0,061 15 0,063
20 0,054 20 0,058 20 0,059
25 0,051 25 0,056 25 0,58
50 0,045 50 0,051 50 0,049
100 0,044 100 0,047 100 0,050
B(3;3) 10 0,031 10 0,031 10 0,031
15 0,037 15 0,036 15 0,034
20 0,035 20 0,036 20 0,037
25 0,039 25 0,038 25 0,040
50 0,044 50 0,044 50 0,044
100 0,044 100 0,046 100 0,043
u(0;1) 10 0,029 10 0,025 10 0,023
15 0,026 15 0,027 15 0,026
20 0,028 20 0,030 20 0,028
25 0,034 25 0,033 25 0,032
50 0,041 50 0,036 50 0,036
100 0,048 100 0,047 100 0,045
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n; =mn; =ng ng =My =Nz =Ny ng=m; = ="ng
Verteilung
n; Simuliertes n; Simuliertes n; Simuliertes
Niveau Niveau Niveau

Exp 10 0,063 10 0,073 10 0,076

15 0,056 15 0,058 15 0,064

20 0,051 20 0,053 20 0,057

25 0,043 25 0,045 25 0,050

50 0,033 50 0,037 50 0,038

100 0,033 100 0,035 100 0,035

Tabelle 2b Simulierte Signifikanzniveaus fur einen beidseitigen Mehrfachvergleichstest in
balancierten Designs mit mehreren Stichproben. Das Soll-Signifikanzniveau fir den Test ist

0,05.
k=3 k=4 k=6
Verteillng ng =mn; =ng N =Mz =Nz =Ny ng=mn;=-="ng
n; Simuliertes n; Simuliertes n; Simuliertes
Niveau Niveau Niveau
Chi(5) 10 0,040 10 0,046 10 0,048
15 0,043 15 0,046 15 0,049
20 0,040 20 0,040 20 0,042
25 0,040 25 0,045 25 0,042
50 0,037 50 0,038 50 0,040
100 0,036 100 0,037 100 0,038
Chi(10) 10 0,042 10 0,045 10 0,045
15 0,038 15 0,044 15 0,047
20 0,036 20 0,039 20 0,040
25 0,043 25 0,044 25 0,045
50 0,041 50 0,040 50 0,042
100 0,038 100 0,040 100 0,042
B(8;1) 10 0,058 10 0,060 10 0,066
15 0,057 15 0,061 15 0,064
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k=3 k=4 k=6
ey n; =mn; =ng ng =My =Nz =Ny ng=mn; = =Mng
n; Simuliertes n; Simuliertes n; Simuliertes
Niveau Niveau Niveau

20 0,049 20 0,051 20 0,055

25 0,044 25 0,046 25 0,050

50 0,037 50 0,037 50 0,039

100 0,037 100 0,038 100 0,039
CN(0,9;3) 10 0,020 10 0,018 10 0,016

15 0,022 15 0,020 15 0,017

20 0,014 20 0,012 20 0,008

25 0,01 25 0,011 25 0,008

50 0,009 50 0,007 50 0,006

100 0,010 100 0,008 100 0,008
CN(0,8;3) 10 0,017 10 0,015 10 0,011

15 0,013 15 0,011 15 0,008

20 0,012 20 0,012 20 0,009

25 0,013 25 0,010 25 0,009

50 0,011 50 0,011 50 0,009

100 0,014 100 0,012 100 0,010

Wie in den Tabellen 2a und 2b gezeigt, ist der Mehrfachvergleichstest fiir symmetrische und
nahezu symmetrische Verteilungen in balancierten Designs bei kleinem Stichprobenumfang
generell konservativ. Anderseits ist der Test liberal fir kleine Stichproben, die aus stark
schiefen Verteilungen stammen, z. B. aus der Exponentialverteilung und der Betaverteilung
(8;1). Mit zunehmendem Stichprobenumfang nahern sich die simulierten Signifikanzniveaus
jedoch dem Soll-Signifikanzniveau (0,05). AuBerdem scheint die Anzahl der Stichproben bei
Stichproben mittleren Umfangs keinen starken Effekt auf die Leistung des Tests zu haben.
Wenn die Daten mit Ausreilern kontaminiert sind, ist jedoch eine bedeutsame Auswirkung
auf die Leistung des Tests zu verzeichnen. Der Test ist durchgehend und ibermaBig
konservativ, wenn Ausreier in den Daten vorhanden sind.

Teil II: Nicht balancierte Designs

Wir haben eine Simulation durchgefiihrt, um die Leistung des Mehrfachvergleichstests in
nicht balancierten Designs zu untersuchen. Dabei wurden unter Verwendung der bereits in
Simulation B1 aufgefiihrten Verteilungen jeweils 3 Stichproben aus derselben Verteilung
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generiert. In der ersten Reihe von Experimenten betrug der Umfang der ersten beiden
Stichproben n; = n, = 10, wahrend der Umfang der dritten Stichprobe n; =

15, 20, 25,50, 100 betrug. In der zweiten Reihe von Experimenten betrug der Umfang der
ersten beiden Stichproben n; = n, = 15, und der Umfang der dritten Gruppe von
Stichproben war n; = 20, 25,30,50, 100. In der dritten Reihe von Experimenten wurde der
minimale Stichprobenumfang auf 20 festgelegt, wobei der Umfang der ersten zwei
Stichproben auf n; = n, = 20 und der Umfang der dritten Stichprobe auf n; =
25,30,40,50,100. festgelegt wurde.

Fir die gleichen drei Stichproben aus jeder Verteilung wurde ein beidseitiger
Mehrfachvergleichstest mit einem Soll-Signifikanzniveau von a@ = 0,05 durchgefiihrt. Da die
simulierten Signifikanzniveaus in jedem Fall auf 10.000 Paaren von Stichprobenreplikationen
basierten und ein Soll-Signifikanzniveau von 5 % angesetzt wurde, betrug der
Simulationsfehler ,/0,95(0,05)/10.000 = 0,2%..

Die nachfolgenden Tabellen 3a und 3b enthalten eine Zusammenfassung der
Simulationsergebnisse.

Tabelle 3a Simulierte Signifikanzniveaus fir den Mehrfachvergleichstest in nicht

balancierten Designs mit mehreren Stichproben. Das Soll-Signifikanzniveau des Tests ist 0,05.

ny=n; =10 ny =n, =15 ng =ny; =20
Verteilung ns; Simuliertes n; Simuliertes n; Simuliertes
Niveau Niveau Niveau
N(0;1) 15 0,032 20 0,040 25 0,045
20 0,037 25 0,039 30 0,041
25 0,038 30 0,037 40 0,043
50 0,041 50 0,044 50 0,041
100 0,042 100 0,042 100 0,044
t(5) 15 0,040 20 0,042 25 0,043
20 0,036 25 0,040 30 0,037
25 0,044 30 0,036 40 0,038
50 0,033 50 0,036 50 0,035
100 0,032 100 0,031 100 0,032
t(10) 15 0,039 20 0,042 25 0,042
20 0,038 25 0,041 30 0,040
25 0,040 30 0,041 40 0,041
50 0,037 50 0,043 50 0,042
100 0,036 100 0,039 100 0,040
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ny =n; =10 ny =n,; =15 n, =n,; =20
Verteilung ns3 Simuliertes ns Simuliertes ns Simuliertes
Niveau Niveau Niveau
Lpl 15 0,059 20 0,060 25 0,054
20 0,057 25 0,054 30 0,051
25 0,056 30 0,051 40 0,050
50 0,049 50 0,051 50 0,050
100 0,048 100 0,047 100 0,046
B(3;3) 15 0,034 20 0,033 25 0,037
20 0,031 25 0,035 30 0,039
25 0,031 30 0,034 40 0,039
50 0,036 50 0,039 50 0,038
100 0,035 100 0,039 100 0,039
u(0;1) 15 0,027 20 0,030 25 0,032
20 0,030 25 0,030 30 0,031
25 0,028 30 0,032 40 0,036
50 0,039 50 0,034 50 0,037
100 0,042 100 0,038 100 0,042
Exp 15 0,061 20 0,053 25 0,042
20 0,060 25 0,052 30 0,047
25 0,054 30 0,049 40 0,043
50 0,050 50 0,046 50 0,041
100 0,044 100 0,040 100 0,040

Tabelle 3b Simulierte Signifikanzniveaus fir den Mehrfachvergleichstest in nicht
balancierten Designs mit mehreren Stichproben. Das Soll-Signifikanzniveau des Tests ist 0,05.

Verteilung ny =n, =10 ny=n,; =15 ny =n, =20
ns; Simuliertes n; Simuliertes n; Simuliertes
Niveau Niveau Niveau
Chi(5) 15 0,047 20 0,045 25 0,041
20 0,043 25 0,042 30 0,039

TESTS AUF STANDARDABWEICHUNGEN (BElI ZWEI ODER MEHR STICHPROBEN)



Verteilung ny=n, =10 ny=n; =15 ny, =n; =20
ns3 Simuliertes ns Simuliertes ns Simuliertes
Niveau Niveau Niveau
25 0,043 30 0,039 40 0,040
50 0,039 50 0,037 50 0,040
100 0,034 100 0,035 100 0,034
Chi(10) 15 0,043 20 0,042 25 0,042
20 0,039 25 0,038 30 0,041
25 0,040 30 0,041 40 0,038
50 0,038 50 0,041 50 0,042
100 0,035 100 0,034 100 0,035
B(8;1) 15 0,056 20 0,052 25 0,048
20 0,054 25 0,046 30 0,044
25 0,050 30 0,047 40 0,046
50 0,046 50 0,043 50 0,043
100 0,043 100 0,042 100 0,044
CN(0,9;3) 15 0,017 20 0,020 25 0,017
20 0,020 25 0,019 30 0,012
25 0,017 30 0,016 40 0,013
50 0,019 50 0,016 50 0,012
100 0,014 100 0,016 100 0,010
CN(0,8;3) 15 0,012 20 0,013 25 0,013
20 0,016 25 0,012 30 0,012
25 0,014 30 0,010 40 0,010
50 0,015 50 0,010 50 0,013
100 0,012 100 0,011 100 0,010

Die in den Tabellen 3a und 3b aufgefihrten simulierten Signifikanzniveaus stimmen mit
denen Uberein, die zuvor fir mehrere Stichproben mit balancierten Designs berechnet
wurden. Daher haben nicht balancierte Designs anscheinend keine Auswirkung auf die
Leistung des Mehrfachvergleichstests. Wenn der minimale Stichprobenumfang 20 betragt,
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liegen die simulierten Signifikanzniveaus zudem nahe dem Soll-Niveau; dies gilt allerdings
nicht fir die kontaminierten Daten.

Fazit: Wenn die kleinste Stichprobe einen Umfang von mindestens 20 aufweist, zeigt der
Mehrfachvergleichstest fiir mehrere (k) Stichproben sowohl in balancierten als auch in nicht
balancierten Designs eine gute Leistung. Bei kleineren Stichproben ist der Test jedoch
konservativer flir symmetrische und nahezu symmetrische Daten sowie liberal fir stark
schiefe Daten.
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Anhang C: Theoretische
Trennscharfefunktion

Die genaue theoretische Trennscharfefunktion des Mehrfachvergleichstests ist nicht
verfligbar. Bei Designs mit zwei Stichproben kann jedoch anhand theoretischer Methoden
fur groBe Stichproben eine approximierte Trennscharfefunktion abgeleitet werden. Bei
Designs mit mehreren Stichproben bedarf es noch weiterer Forschung, um eine
vergleichbare Approximation herzuleiten.

Fir Designs mit zwei Stichproben kann die theoretische Trennscharfefunktion des Bonett-
Tests jedoch mit theoretischen Methoden flr grofe Stichproben bestimmt werden.
Konkreter heiBt dies: Die unten angegebene Teststatistik T ist asymptotisch nach einer Chi-
Quadrat-Verteilung mit 1 Freiheitsgrad verteilt:

(Inp? —Inp?)?

~Y—01.,.7Y 02
n1—1+n2—1

In diesem Ausdruck von T ist p = S;/S,, p = 0,/03, gi = (n; —3)/n;, und y ist die
unbekannte gemeinsame Kurtosis der beiden Grundgesamtheiten.

Daraus folgt, dass die theoretische Trennscharfefunktion eines beidseitigen Bonett-Tests auf
Gleichheit von Varianzen mit einem approximierten Signifikanzniveau a wie folgt angegeben
werden kann:

In p? In p?
n(ny,ny,p) =1—@| 24/, — e + @ —2z4/2 — —

Dabei gilt Folgendes:

s — V—gl_I_V—gz
Tll—l nz_l

Fur einseitige Tests ist die approximierte Trennscharfefunktion beim Testen auf o; > o,

In p?
n(ny,ny,p) =1—@| 24/, — o

Beim Testen auf g; < g, lautet die approximierte Trennscharfefunktion

In p?
n(ny,ny,p) = Zg/2 se
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Beachten Sie, dass die gemeinsame Kurtosis der Grundgesamtheiten y in der Phase zur
Planung des Stichprobenumfangs fir die Datenanalyse unbekannt ist. Daher muss man sich
i. d. R. auf Fachwissen oder die Ergebnisse friherer Experimente stlitzen, um einen Planwert
fur y zu erhalten. Sollten derartige Informationen nicht zur Verfligung stehen, empfiehlt es
sich haufig, eine kleine Pilotstudie durchzufiihren, um die Plane fir die Hauptuntersuchung
auszuarbeiten. Auf der Grundlage der Stichproben aus der Pilotstudie wird der Planwert von
yberechnet als zusammengefasste Kurtosis, die ausgedriickt wird als

S0 (X —my)t + 202 (K —my)”
[(n, — DSZ + (n, — 1)S2]?

7p = (ng +1ny)

Im Menii des Assistenten wird der Planschatzwert von y riickwirkend auf Grundlage der
verfligbaren Daten des Benutzers bestimmt.
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Anhang D: Vergleich der
theoretischen und der simulierten
Trennscharfe

Simulation D1: Simulierte (tatsachliche)
Trennscharfe des Bonett-Tests

Wir haben eine Simulation durchgefiihrt, um die simulierten Trennscharfen des Bonett-Tests
mit den Trennscharfen zu vergleichen, die auf der approximierten Trennscharfefunktion
basieren, deren Ableitung in Anhang C gezeigt wird.

Dabei wurden 10.000 Paare von Stichproben fir jede der oben beschriebenen Verteilungen
generiert (siehe Simulation B1). Im Allgemeinen waren die ausgewahlten
Stichprobenumféange auf der Grundlage der Ergebnisse aus der vorausgegangenen
Simulation B1 groB genug, dass das simulierte Signifikanzniveau des Tests hinreichend nahe
am Soll-Signifikanzniveau lag.

Zum Untersuchen der simulierten Trennscharfen bei einem Verhaltnis der
Standardabweichungen von p = g, /0, = 1/2 wurde die zweite Stichprobe in jedem Paar von
Stichproben mit der Konstanten 2 multipliziert. Als Ergebnis wurde die simulierte
Trennscharfe fir eine bestimmte Verteilung und fir die angegebenen Stichprobenumfange
n, und n, als der Anteil der 10.000 Paare von Stichprobenreplikationen berechnet, fir den
der beidseitige Bonett-Test signifikant war. Das Soll-Signifikanzniveau des Tests wurde auf

a = 0,05 festgelegt. Zum Vergleich wurden die entsprechenden theoretischen Trennschérfen
auf der Grundlage der approximierten Trennscharfefunktion berechnet, deren Ableitung in
Anhang C gezeigt wird.

Die Ergebnisse werden in der nachfolgenden Tabelle 4 aufgefiihrt.

Tabelle 4 Vergleich der simulierten Trennscharfen mit den approximierten Trennscharfen
eines beidseitigen Bonett-Tests. Das Soll-Signifikanzniveau ist 0,05.

Verteilung nq,n, | Approx. Simulierte Verteilung nq,n, | Approx. Simulierte
Trennscharfe | Trennschéarfe Trennscharfe | Trennschéarfe

N(0;1) 20;10 | 0,627 0,527 Exp 20; 10 0,222 0,227

20;20 0,830 0,765 20;20 | 0,322 0,368

20;30 | 0,896 0,846 20;30 | 0,377 0,434

20;40 | 0,925 0,886 20;40 | 0,412 0,475

30; 15 0,825 0,771 30; 15 0,320 0,307

30;30 | 0,954 0,925 30;30 | 0,458 0,500
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Verteilung | nq,n, | Approx. Simulierte Verteilung | nq,n, | Approx. Simulierte
Trennschérfe | Trennschéarfe Trennscharfe | Trennschéarfe
30;45 | 0,980 0,970 30;45 | 0,531 0,579
30; 60 | 0,989 0,984 30;60 | 0,575 0,622
t(5) 20;10 | 0,222 0,379 Chi(5) 20;10 | 0,355 0,347
20;20 | 0,322 0,569 20;20 | 0,517 0,530
20;30 | 0,377 0,637 20;30 | 0,597 0,616
20;40 | 0,412 0,690 20;40 | 0,644 0,661
30;15 | 0,320 0,545 30;15 | 0,513 0,510
30;30 | 0,458 0,733 30;30 | 0,701 0,711
30;45 | 0,531 0,795 30;45 | 0,781 0,793
30;60 | 0,575 0,828 30;60 | 0,823 0,833
t(10) 20;10 | 0,476 0,450 Chi(10) 20;10 | 0,454 0,414
20;20 0,673 0,673 20;20 | 0,646 0,631
20;30 | 0,756 0,749 20;30 | 0,730 0,717
20;40 | 0,800 0,803 20;40 | 0,776 0,771
30;15 | 0,668 0,659 30;15 | 0,641 0,618
30;30 | 0,850 0,852 30,30 | 0,828 0,819
30;45 | 0,910 0,911 30;45 | 0,892 0,882
30; 60 | 0,936 0,937 30;60 0,921 0,912
Lpl 20;10 | 0,321 0,330 B(8;1) 20;10 | 0,363 0,278
20;20 | 0,469 0,519 20;20 | 0,528 0,463
20; 30 | 0,545 0,585 20;30 | 0,609 0,549
20;40 | 0,590 0,632 20;40 | 0,655 0,600
30; 15 0,466 0,475 30; 15 0,524 0,419
30;30 | 0,647 0,673 30;30 | 0,713 0,634
30;45 | 0,729 0,758 30;45 | 0,792 0,737
30;60 | 0,773 0,800 30;60 | 0,833 0,777
B(3;3) 20;10 | O,777 0,628 CN(0,9;3) 20; 10 0,238 0,284
20;20 | 0,939 0,869 20;20 | 0,346 0,452
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Verteilung | nq,n, | Approx. Simulierte Verteilung ny,n, | Approx. Simulierte
Trennschérfe | Trennschéarfe Trennscharfe | Trennschéarfe

20;30 | 0,973 0,936 20;30 | 0,405 0,517
20;40 | 0,984 0,964 20;40 | 0,442 0,561
30;15 | 0,935 0,871 30;15 | 0,343 0,374
30;30 | 0,993 0,980 30;30 | 0,491 0,598
30;45 | 0,998 0,995 30;45 | 0,567 0,700
30; 60 | 0,999 0,999 30; 60 | 0,612 0,719

u(0;1) 20;10 | 0,916 0,740 CN(0,8;3) 20;10 | 0,260 0,223
20;20 0,992 0,950 20;20 | 0,379 0,396
20;30 | 0,998 0,985 20;30 | 0,444 0,467
20;40 | 0,999 0,995 20;40 | 0,484 0,520
30;15 | 0,991 0,941 30;15 | 0,376 0,354
30;30 1,0 0,996 30;30 | 0,535 0,549
30;45 1,0 1,0 30;45 | 0,614 0,650
30;60 1,0 1,0 30;60 0,661 0,706

Die Ergebnisse zeigen, dass die approximierten Trennscharfen und die simulierten
Trennscharfen im Allgemeinen nahe beieinander liegen. Mit zunehmendem
Stichprobenumfang nahern sie sich einander an. Bei symmetrischen und nahezu
symmetrischen Verteilungen mit gemaBigt bis schwach besetzten Randbereichen sind die
approximierten Trennscharfen i. d. R. etwas groBer als die simulierten Trennscharfen. Bei
symmetrischen Verteilungen mit starker besetzten Randbereichen oder fir stark schiefe
Verteilungen sind sie jedoch etwas kleiner als die simulierten Trennscharfen. Die Differenz
zwischen den beiden Trennscharfefunktionen ist i. d. R. nicht wichtig; eine Ausnahme stellt
der Fall dar, in dem die Stichproben aus der t-Verteilung mit 5 Freiheitsgraden generiert

wurden.

Generell wurde Folgendes festgestellt: Wenn der minimale Stichprobenumfang 20 erreicht,
liegen die approximierten Trennscharfen und die simulierten Trennscharfen auffallend dicht

beieinander. Somit kdnnen der Planung der Stichprobenumfange die approximierten
Trennscharfefunktionen zugrunde gelegt werden.
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